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Workshop om derivata och integral

a) Vad kan man sédga om funktionen f(z) och dess graf y = f(x) om derivatan
f'(z) > 0, respektive om f'(z) < 0, for alla x i ett visst intervall?

b) Vad kan man séiga ifall andraderivatan f”(x) (dvs derivatans derivata) adr po-
sitiv i ett intervall? Om den den &r negativ? Hur ser grafen ut i den punkt dér
andraderivatan byter tecken? En sadan punkt kallas en inflektionspunkt till f.

c¢) Exemplifiera med nagra funktioner t ex f(z) = z* och

g(z) = a*.

I denna uppgift ska du undersoka hur en funktion f:s derivata i en viss punkt
xo kan anvéndas till att approximera funktionsvérdena till f nédra punkten zg, sa
kallad linjar approzimation. Tanken &r att grafen y = f(x) i nérheten av en given
punkt (zq, f(x0)), kan approximeras med tangentlinjen till grafen i denna punkt.
Vi tar funktionen f(z) = x? som exempel, och viljer att approximera denna kring
punkten zy = 1.

a) Bestdm tangentlinjen till funktionen f(x) = x? i punkten (1,1). For att forsta
linjér approximation &r det bést att skriva tantgentlinjen pa formen

y = f(xo) + f'(z0)(z — x0), (déir zop =11 detta fall).
Tank efter sa att du forstar att den ekvation du far verkligen &r ekvationen for en
rét linje.
b) Rita i samma figur tangentlinjen y = L(z) , dir L(z) = f(xo) + f'(z0)(x — x0)
och xy = 1, och funktionsgrafen y = f(z) i ett intervall kring punkten x = 1, t ex
over intervallet 0 < z < 2.

¢) Overtyga dig sjélv, genom att studera figuren, om att den linjéra funktione L(x)
approximerar f(x) val nir z dr vildigt nédra zo, det vill sdga nira |x — x| &r litet.

d) Apprixmationen kan skrivas

f(z) = L(z) = f(x0) + f(w0)(x — w0) = f(z0) + ['(70) A,
giltig nér |Az| = |z — x| &r litet.
Hérled denna approximationsformel fran derivatans definition.
d) Berdkna med hjilp av den linjdra approximationen approximativa virden pa
(0.98)% och (1.01)%.
KOMMENTAR: Formeln for linjar approximation kan ocksa skrivas pa den mer kort-
fattade formen

Af ~ ﬁAz,
dx



dir Af = f(x) ~ f(z0), D = ['(a0) och Az = (2 — )

(3) Bestédm ett approximativt viirde till v/7.9 genom linjéir approximation av funktionen
f(z) = ¥/« kring lamplig punkt .

(4) Summan 211{0:01 k* kan tolkas som en summa av areor hos 100 rektanglar med basen
1 och och héjder 14, 24, ..., 100* .

Visa med lamplig figur att
100

100 100
/ x4dx<Zk4</ (z+1)*dx
0 P 0

och visa sedan genom att beridkna integralerna och gora lamplig uppskattningar att
att summans varde uppfyller
100
2-10° <> k< 3-10°.
k=1

(5) Motivera varfor

45 45
Zsin <lk> ~ / sin (1$> dx
30 0 30
k=1
och berékna ett approximativt virde pa summan genom att berdkna integralen.

Sensmoral: Knepiga summor kan ibland approximeras med enkla integraler.

Extrauppgift 1. Under vissa forhallanden géller att ljudets utbredningshastighet v [m/s]
i luft beror pa temperaturen 7' [K] enligt formeln

T
V= Vg 7—7
0

dér vy dr utbredningshastigheten vid en referenstemperatur 7y.

Man vill berdkna utbredningshastigheten v med hjélp av denna formel och méter upp
lufttemperaturen 300° K . Uppskatta det relativa felet i utbredningshastighet som uppstar
om temperaturmétningen har ett absolut méatfel om 3° K.

Kommentar. Om den uppmétta temepraturen ar 7, och den sanna temperaturen ar 75
ges det relativa felet i v av

o(1) — v(T)]
[v(T%)]
Téljaren |v(Ts) — v(T,)| kallas det absoluta felet i v.
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Extrauppgift 2.: En cylinder &r 10 dm hog och har ett cirkulért tvérsnitt med radien
2 dm. Densiteten p hos cylindern varierar med héjden enligt formeln p(h) = 240 — 2h?
[g/dm?]. Hiirled en integralformel for cylinderns massa och beriikna massan.

SVAR TILL VISSA UPPGIFTER:

(2) Tangentlinjen ges av y = 1+ 2(x — 1) <= y = 2z — 1. Linjir approximation kring
2o = 1 ger 0.982 ~ 0.96 och 1.012 = 1.02.
239

(3) V7.9 = 0~ 1.992 (Extra uppgift 1) 1/200



