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1. Lat
A= [g :§ 170} '
(a) Bestdam alla I6sningar till det homogena systemet Ax = [O 0} g 3p)
(b) Bestim alla Iosningar till Az = [-5 —3]". (3p)
Losningsforslag.

a) Vi stiller upp systemets utvidgade matris och for den till trappstegsform:

4 =2 710 4 =2 710
8§ —3 1010 Rz — 2R, 0 1 —41]0 /"
Vi ser att sista kolumnen visar att xs dr en fri variabel och infér parametern ¢ = x5 som

ger att x5 = 4t och 4y = 2x5 — 7t, dvs. 11 = %(2 A4t —Tt) = }Lt.
Alla 16sningar ges alltsA av

T, = it,
Ty = 41, dart € R.
T3 = t

b) Pa motsvarande sétt som i deluppgift a far vi hir

4 -2 T7|-5 4 -2 T7|-5
& =3 10| -3 Ry — 2Ry 0 1 —4 7]
Infor vi dven hir ¢ = x3 som parameter far vi att xo = 7 + 4t och 4x; = —5 + 225 — Tt,
dvs. z; = 1(9 + t). Alla 16sningar ges allts av
Ir = % + it,
To =T+ 4t, diart € R.

T3 = t
2. Lat V vara skirningen mellan de tva hyperplan i R* som ges av

{$1+ZL‘2+$3+5E4 =0

T — T — T3 — X4 = 0.
(a) Bestdm en bas for delrummet V. GBp
(b) Hitta ett ekvationssystem vars l1osningar utgér delrummet W = V'+. 3p)
Losningsforslag.

(a) Skdrningen mellan de tva hyperplanen bestar av alla punkter (z1, x5, 3, 24) som tillhor
bada planen, dvs. uppfyller planens ekvationer

SL’1+I2+I3+SL’4:O,
]31-%‘2-I3-(L’4:0.



Detta &r ett linjéart ekvationssystem som vi kan 16sa med gausseliminering,

1 1 1 1]0

1 -1 -1 —-11]0 Ry — Ry
1 1 1 1]o0

0 -2 =2 —2|0 /) —Ir,

1 1 1 1]0)\ R -Rry
0 1 1 110 ~
1 0 0 0]0

o 1 1 1l0 /)"

Fran slutschemat ser vi att vi kan infora exempelvis s = x3 och ¢ = x4 som parametrar
och hela 16sningsméngden kan da uttryckas som

T 0 0 0
To | —s—=1 | _ -1 -1
s = 5 =5 1 +t 0 (s, t parametrar).
Ty t 0 1

Fran detta kan vi avlisa att alla 16sningar (vektorerna i V') kan skrivas som linjarkombinationer
av vektorerna u; = (0, —1,1,0) och us = (0, —1,0, 1), dvs. en bas for V" &r

{(0,~1,1,0), (0, —1,0,1)}.

(b) Ideluppgift (a) konstaterade vi att vektorerna i delrummet V" alla kan skrivas som linjdrkombinationer
avu; = (0,—1,1,0) och uy = (0,—1,0, 1), dvs. su; + tus dir s och ¢ &r skalérer.
Om en vektor w &r ortogonal mot w; och usy, dvs. w - u; = w - uy = 0, s dr w dven
vinkelrdt mot alla vektorer i V' eftersom

w-(su; +tug) =sw-u +tw-us=5-0+t-0=0.
Detta gor att delrummet W bestar av alla vektorer w = (x1, 2o, x3, £4) som uppfyller

{’LU U = (.Tl,xQ,Qfg,$4> : (07 _17 170) = —X2 +l’3 = 07

w - uy = (11,29, 23,24) - (0,—1,0,1) = —x9 + 24 = 0.
3. Lat
3 a 0
A=10 4 1|,
0 25
dir a dr en reell parameter.
(a) Bestam egenvirdena till A och egenrum till varje egenvérde. 3p)
(b) For vilka val av a dr A diagonaliserbar? 2p
(c) Bestam for a = 0 en inverterbar matris P och en diagonal matris D sadana att A =
PDP, (1p)

Losningsforslag. (a) Egenvirdena far vi genom att 16sa den karakteristiska ekvationen:

(3—2A) a 0
det(A — ) = 0 = 0 (4-N) 1]=0
0 2 (5N

= B-ANN -9 +18)=0=B-NA-3)(A—-6)=0



Alltsa har matrisen A tva egenvirden, \; = 6 och s = 3 (dubbelrot till ekvationen).
Lat E), beteckna egenrummet som hor till egenvérdet A\. Egenrummet som hor till A} = 6 dvs Eg
bestaimmer vi genom att 16sa (A — 61)ud = 0 dvs.

-3 a O T 0
0 -2 1 y|l =10
0o 2 -1 z 0
Detta ger systemet
—3r+ay =0 —3x+ay =0
—2y+z =0 & —2y+z =
2y—2z =0 0 =0
Hérav
x a
y | =t]| 3
z 6
Dérmed
a
E,, =span(| 3 |)
6

Egenrummet som hor till Ay = 3 dvs Fs5 bestimmer vi genom att 16sa (A — 31)u = 0 dvs.

0 a O x 0
011 y| =10
0 2 2 z 0
Detta gor systemet
ay =0 z+y =0
y+z =0 & ay =
Tva fall: @ # 0 och a = 0.
x 1 1
Oma # 0farviy =0,z=0ochx =t.Hdrav | y | =t | 0 | .Ddrmed FE), = span(| 0 |)
z 0 0

om a # 0. Notera att dim(F),) = 1 i det hér fallet.

z+y =0
Om a = 0 har vi systemet 0 =0 .Hirave =t,y = —soch z = sdvs
0 =0
[ 1 0
y | =t|0]|+s| —1 | oma=0.
R 0 1
1] 0
Dirmed E,, =span(| 0 |, | —1 |)oma = 0. Notera att dim(F),) = 2 i det hir fallet.
0 1

(b) En matrisen av typen n x n dr diagonaliserbar om och endast om ), dim(E),) = n. I vart
fall dr dim(E),) + dim(E,,) = 3 endast om a = 0. Enligt a-delen 4r matrisen diagonaliserbar
endast om a = 0.



(c) Matrisen P bestar av tre linjart oberoende egenvektorer; D har pa diagonalen motsvarande
egenvirden.

01 0 6 0 0
Exempelvis P= | 3 0 =1 |ochD=|0 3 0
6 0 1 00 3

4. Lat
a1; a2 ais
A= |an a2 as
a3; a3z as3
vara en 3 X 3-matris. Skriv A;; for determinanten av den 2 X 2-delmatrisen ddr man har strukit
rad ¢ och kolonn 7. Visa att foljande formel alltid giller:

asz det(A) = A1 Agp — A1pAgr.

(6 p)
Losningsforslag. Utveckling av hoger led ger
Q22 Q23| Q11 A13 Q21 QAg23| (12 A13
A1 Ay — A1pAgy = -
32 A33| |A31 A33 31 Aagz3| (@32 A33

= (a22a33 - a23a32) (a11a33 - a13a31) - (a21a33 - CL23CL31) (a12a33 - CL136L32)
= a11a22a§3 + 13023031A32 — Q11023032033 — 113022031033
- a12a21a§3 — 13023031032 + Q12023031033 1 Q13021032033
= a3z (CL11CL226L33 + 12093031 + A13021A32 — Q11023032 — A12021033 — a13a22a31)

aix; aiz Az
= Q33 |G21 QAg22 Q23] .
a31 dasz2 G33

Den sista likheten foljer av definitionen av en 3 X 3 determinant.
5. En reflektionen i R? ir en linjér avbildning

ra(Z) = T — 2(7 - 74,

1
dér « dr en normalvektor av langd 1 till reflektionsplanet. Lat 77 = | 2
-2
(a) Bestdm en vektor @ av lingd 1 sadan att r3(Z) &r en positiv multippel av €7 = [1 0 0] T
(4 p)
(b) Visa att standardmatrisen till en reflektion alltid dr en ortogonal matris. 2p)

Losningsforslag.
a) Eftersom reflektioner bevarar lingder av vektorer sa ser vi att den sokta reflektionen maste

. T < . . . Co
avbilda 7 pé ||Z]|¢, = [3 0 0] . Vi inser geometriskt att reflektionen vi soker 4r re-
flektionen genom planet som halverar vinkeln mellan # och é€; och har normalvektor
T — ||z ér:




Detta ger normalvektorn

1 3 —2
21 —10l =12
-2 0 -2
gEy
Vi delar vektorn genom dess ldngd och far normalvektorn @ = \/ig 1.
-1
Vi verifierar att vi har riknat ritt: S
1 1 5 [ [-1 1 —1 1 [—1] 3
ra(f2)=12|—-=1|1]" ]2 1|1 =]12]-=2|1|=10
—9 —o| 3\ =1 |-2|/ |-1 —9 —1] |0

b) Vi kan skriva
ra(%) = 17 — 2(@)(d@ - ¥) = 17 — 2(uwad’ )& = (I — 2uu’ ).
Dirav ges standardmatrisen till rz som I — 244", en symmetrisk matris. Dessutom giller

for alla reflektioner fz(fz(%)) = Z. Alltsa har vi att MM7T = MM = I, vilket innebér
att M dr ortogonal.

6. En matris A kallas for skevsymmetrisk om AT = —A. Antag att A 4r en skevsymmetrisk
n X n-matris. Bestdm alla vektorer i R" sa att (Av) - v = 0. (6 p)

Losningsforslag. Om vi betraktar vektorn v som en kolumnvektor sa kan skaldrprodukterna
(Av) - v och v - (Av) skrivas i matrisform som
(Av) -v = (Av)Tv = v AT,
v - (Av) = v’ Av,
for alla vektorer v.
Anvinder vi att A dr skevsymmetrisk, dvs. AT = — A, s4 har vi att

(Av) v =v"ATv = v (-A)v = — v Av = —v - (Av) = —(Av) - v
dir vi anvint att skaldrprodukten dr kommutativ, dvs. u - v = v - u, 1 den sista likheten.

Adderar vi (Av) - v till bada led i sambandet (Av) - v = —(Av) - v far vi att 2(Av) - v = 0 och
detta visar att vi har att (Av) - v = 0 for alla vektorer v.



