KTH, Matematik

Maria Saprykina
Losningsforslag till tentamen i SF1629,
Differentialekvationer och Transformer II (del 1)
1 a). Los ekvationen 3p.
3%y + 162 = 229>
b). Finn en 16sning som 4r begriansad pa intervallet = € (0, c0). 1p.

Losning: Efter omskrivningen 3y%y = 2x(y® — 8), ser man att ekvationen #r separabel.
1). Separera variabler och integrera (OBS att pé detta steg delar vi ekvationen med > — §8;
fallet 1> = 8 < y = 2 méste betraktas separat!)

3y%d
/ Y y:/Qxdx(:)y3:8+Kex2,
y* =38

1/3
diar K # 0 ar en konstant. Observera att alla 16sningar y = (8 + K e’”2> ar obegrinsade pa
x € (0,00).
2). Betraktar fallet y = 2. Vi noterar att y(¢) = 2 for alla ¢ &r en ekvilibriumlsning. Denna
16sning dr begrinsad pa x € (0, 0o).

2. Klassificiera med avseende pa typ och stabilitet/instabilitet de kritiska punkterna till systemet
¥ =x+xy
y =4y — 2xy.

Losning: De kritiska punkterna ges av
r+zy=0
4y — 2xy =0
vilket har tva 16sningar: (0,0) och (2, —1). Systemets Jakobimatris &r

14y T
—2y 4-2x)°

J(0,0) = (1 O) har egenvirden 1 och 4, bada med positiv realdel. Kritiska punkten (0, 0) dr

Hir x = z(t), y = y(¢).

0 4
alltsa en instabil nod.

72, 0

-1) = 9 g har egenvirdena +2. Kritiska punkten &r en sadel och alltsa instabil.
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3. Bestdm allménna I6sningen till differentialekvationen
22y —day + 6y = -2, x>0,

givet att en 16sning till motsvarande homogena ekvation &r y, (x) = 2.

Lisning: Vi ska soka losningar till den inhomogena ekvationen pa formen y(x) = u(z)y; (z) =
u(x)z?. Observera att varje 16sning y(z) kan skrivas pd denna form eftersom z? > 0 i vart
intervall. Sitter in ansatsen i ekvationen och anvinder identiteten z%y] — 4xy] + 6y, = 0:

2 (u"y + 20"y, + yu) — Az (uy, + u'yr) + 6uyy = —2® S U’ = -2
Detta dr ekvivalent med att u(z) = Inx + Cyz + Cy, didr C; och Cy dr godtyckliga konstanter.
Alltsa, for varje val av konstanter &r

y(r) = 2* Inx + Oy + Coa?

en 16sning till den ursprungliga inhomogena ekvationen, och varje 16sning kan uttryckas pa denna
farm. Séledes, har vi hittat den allménna losningen till ekvationen.

4. Funktionerna y; = 1 4+ x, yo = 1 + 22 och y3 = 1 + €%, &r 16sningar till den inhomogena
ekvationen
(x—=1)y" —ay +y=flz), x>1.
a). Bestdm allménna 16sningen till den homogena ekvationen
(x—1)y" —xy +y=0, z>1.

Motivera vil!
b). Los den inhomogena ekvationen ovan med begynnelsevirden y(2) = 2, 3/(2) = 3.

Losning: a). Om y; och y, dr 16sningar till en linjdr inhomogen ekvation, sa dr (y; — y») en
16sning till motsvarande homogena ekvationen. For att se det tydligt, beteckna L[y| = (z—1)y" —
xy" 4+ y. Denna operator &r linjdr. Den inhomogena ekvationen kan skrivas om som Ly|(z) =
f(z), och motsvarande homogena ekvationen blir L{y|(z) = 0. Vihar L[y, —y2]| = f — f = 0.

Pa samma sétt, om y; dr en 1osning till en linjar inhomogen ekvation, och ¥y, dr en 16sning till
motsvarande homogena ekvationen, sé r (y; — yy,) 10sning till den inhomogena ekvationen.

I vart exempel, yp1(z) = y2 — 11 = (1 + 22) — (1 + x) = z ér en 16sning till den homogena
ekvationen. Vidare, y, = y1 — y»1 = 1 dr en 16sning till den inhomogena ekvationen, och
Yn2 = Y3 — Y = €” dr en till 16sning till den homogena ekvationen.

Vi berdknar Wronski determinanten W [ys1, yne](z) = (x — 1)e®. Den ir skilld fran 0 eftersom
x > 11 vart intervall.

Detta innebir att y;;(x) = z och ys = e utgdr en fundamental 16sningsmingd, och den
allminna 16sningen till den homogena ekvationen ir y(z) = ¢ + coe® dir ¢; och ¢y dr godtyck-
liga konstanter.

b). Fran a). foljer att alla I6sningar till den inhomogena ekvationen har form y(z) = c;x +
ce” + 1. Begynnelsevillkor ger: 2 = y(2) = 2¢; + ce? + 1, 0ch 3 = ¢/(2) = ¢; + €.
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Detta ger: ¢; = —2, ¢c; = He 2, och 18sningen till begynnelsevirdesproblemet ovan ir y(z) =
—2x + e %e® + 1.
5. Lat
0, t<1,
'ﬂ)_{u t>1.
a). Bestim Laplace-transformen F'(s) till f(¢). 2p.
b). Los begynnelsevirdesproblemet y' + y = f(t), y(0) = 1. 2p.

Lisning: a) Vi kan skriva f(t) = wu(t — 1)t ddr u(¢) dr Heavisides stegfunktion. Om vi later
g(t) = t + 1 kan vi skriva f(t) = u(t — 1)g(t — 1). Funktionen ¢(¢) ha Laplacetransformen
G(S) = 1/s? 4+ 1/s. Hir har vi anvint formleln L20 i Beta. Anvinder vi nu formel L4 f8s att
_ss+1
s?
b) Vi Laplacetransformerar ekvationen, och utnyttjar begynnelsevillkoret:
sY(s) —14+Y(s) = F(s)

F(s)=e*G(s)=e*(1/s* +1/s) =e

vilket ger
s+1 1 e’

Y(s) = L +e°

s+1°¢ s2(s+1) S+1+S_2.
Eftersom £7'(1/(s + 1)) = e (enligt L21) och £7'(1/s*) = t (enligt L20) sa far vi, om vi
utnyttjar L4, att

y(t) =e " +ult — 1)t —1).

6. Betrakta ekvationen

(22 — 1)y + 4y +2y = 0.
Bestam tva linjart oberoende potensserielosningar kring z = (. Ange ett Oppet intervall dir
potensserieldsningarna ovan sidkert konvergerar.

Losning: Vi borjar med att svara pa den sista fragan. Ekvationen har standard form
4x
2—-1 1
Vi ser att origo ar en ordinédr punkt, och 16sningen kan darfor skrivas som potensserie kring
x = 0. Vidare, eftersom koefficienterna vid ¢y och y &r analytiska for |x| < 1, sa konvergerar

potensserielosningen for alla |z| < 1.
Vi soker 1osningen pa formen y(z) = >

2
y'+ y+—5—y=0
i Ts —

oo
n=0

o o0
y'(z) = Z na,z" Y xy(v) = Z na,z",
n=1 n=1

apx™. Deriverar termvis:

o0

y"(x) _ Zn(n _ 1)anx”72 = Z(n + 2)(71 + 1)an+2xn7

n=2 n=0
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och z2y"(z) = >°°° , n(n — 1)a,z™. Sitter in i ekvationen:

i n(n —1)a,z"™ — i(n +2)(n+ 1)ay 02" + 4 i na,x" + 2 i az" = 0.
n=2 n=0 n=1 n=0

Jamfor koefficienter vid samma grad av x:
n=0: —2as 4+ 2ap = 0 & ay = ayg.
n=1 —-2-3as3+4a; +2a; =0 & a3z = a;.
n>2: n(n—1a, — (n+2)(n+ 1Dayis + 4na, + 2a, =0 < api9 = ap.
Alltsa, ag = as, och a; = ag,, for allan > 0. Vi far I6sningar:

oo o0 o0
y(zr) = E a,x" = agy E "+ ay E gt

Losningarna y; = y .- x®" och yp = > 2 2!

16sningsméngd) eftersom W [yy, y2](0) = 1 # 0.
Observera att 16sningarna konvergerar for |z| < 1 och divergerar for |x| > 1. Inom konver-
gensintervallet kan man skriva om serielosningarna ovan som

ar linjért oberoende (utgor en fundamental

1 oz
1— 22’ y2_1—x2'

yi(z) =

7. Avgor om den kritiska punkten (0, 0) for systemet nedan &r asymptotiskt stabil, stabil men inte
asymptotiskt stabil, eller instabil:

v = —2xy? — 23
y = —y+ 2’y

Tips: Anviind en Lyapunovfunktion p& formen V (z,y) = ax? + y>2.

Losning: For alla a > 0 ér funktionen V' (x,y) = ax? + y* positivt definit. L&t (z(¢), y(t)) vara
en 16sning till systemet ovan. D&

d
2V @(®),y(0) = Vi(z,y)a' + Vi(z,y)y =
2ax(—2xy* — %) + 2y(—y + 2%y) = 22%y*(1 — 2a) — 2ax* — 23>
Om vi viljer a = 1/2, sa dr det sista uttrycket strikt negativ for alla (z,y) # (0,0) och lika med

0 i origo. Enligt Lyapunovs sats, ir kritiska punkten (0, 0) asymptotiskt stabil.

8. Avgor om foljande pastaenden &r sanna eller falska. Fullstindig motivering kriavs! Varje kor-
rekt delsvar ger 1p.

a). Det finns ett 6ppet intervall I, innehallande 0, sadant att begynnelseviardesproblemet
#/3, ¢(0) = 0 har en unik 16sning pé 1.

d¢ _
dat

Losning: Falskt. En 16sning till begynnelsevirdesproblemet ovan ges av ¢(t) = 0 forallat € R.
En till 16sning kan man f& mha separation av variabler: man far ¢(t) = (2¢)*? for ¢ > 0. Man
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kan verifiera att foljande funktion dr kontinuerligt deriverbar for x € R, och ér alltsa en 16sning
till ekvationen ovan:
(502 t>0,

o(t) = {0 £<0.

b). Det finns en unik 16sning y(¢) till begynnelsevirdesproblemet

y"(t) +sin(t)y'(t) + cos(t)y(t) =0, y(0)=1
definierad for alla ¢.

Losning: Falskt, det finns manga sadana 16sningar. Vi har en andra ordningens linjér ekvation,
vars koefficienter dr kontinuerliga pa R. For varje val av viarden A och B finns det en unik 16sning
till ekvationen som uppfyller y(0) = A och 3'(0) = B. Speciellt, finns det (olika) 16sningar y; (¢)
och y»(t) som uppfyller y;(0) = y2(0) = 1, %7 (0) = 1 och 34(0) = 2.

c). Lat f(y) vara en kontinuerligt deriverbar funktion. En 16sning y = ¢(¢) till ekvationen

dy

a f(y)
kan inte ha en string lokal maximipunkt (dvs en sadan punkt ¢, att ¢(t) < ¢(to) for alla ¢
tillrackligt néra g, t # to).

Losning: Sant. Antag att en 16sning ¢(t) antar strangt lokalt maximum i punkten ¢y. Da ¢'(ty) =
0.Menda f(¢(ty)) = 0 (dvs y = ¢(ty) dr en kritisk punkt till ekvationen), och ekvationen har en
konstant 16sning: ¢(t) = ¢(to) for alla ¢. Vi har fatt tva 16sningar, ¢(¢) och v (t), som uppfyller
samma begynnelsevillkoret ¢(ty) = 1(t). Dessa losningar kan inte sammanfalla eftersom ¢(t)
antar stringt lokalt maximum, och ¢ (¢) dr konstant.

Men eftersom f(y) #r kontinuerligt deriverbar, sd maste varje begynnelsevirdesproblem ha en
unik 16sning, och vi kommer till motségelse.

d). Lat g(t) vara en kontinuerlig funktion. Om y; () och y(t) &r tva 16sningar till ekvationen

Y~ gt

(definierade pa R), och om y; () inte &r identiskt lika med noll, sa finns det en konstant ¢ sddan
att yo(t) = cy,(t) forallat € R.

Lésning: Sant. Eftersom y; () inte dr identiskt lika med noll, sa finns det ¢, sddan att y(t) # 0.
Lat ¢ = ya(to)/y1(to), och betrakta z(t) = cyi(t). Eftersom ekvationen &r linjér, sa dr z(t)
en 16sning. Vidare, eftersom ¢(t) dr kontinuerlig, si motsvarar varje begynnelsevirde en unik
16sning. Observera att z(ty) = cyi(to) = yo(to). Entydighetssatsen medfor cy; (t) = z(t) = yo(t)
forallat € R.



