Algoritmer, datastrukturer och komplexitet, hosten 2016
Losningsforslag till mastarprov 1: algoritmer

1. Uppgiftsutdelning
Bygg enligt ledningen en graf som har kanter mellan de hérn som representerar studenter
som kdnner varandra.

Problemet kan 16sas genom att man forsoker farga grafen med tva farger, vitt for de hérn
som motsvarar studenter som ska l6sa den ena uppgiften och svart for de 6vriga. Om det
gar bra att tvafarga grafen sa récker det med tva uppgifter, men om det inte gar att tva-
farga grafen sa behdver lararen gora fler 4n tva uppgifter. Detta &r alltsad en reduktion av
uppgiftsutdelningsproblemet till problemet tvafirgning av graf.

Nér man valt farg pa ett forsta horn i en sammanhéngande komponent sa &r det unikt
bestdmt vilken farg 6vriga horn maste ha; alla grannar till ett vitt horn maste ju vara svarta.
Vi kan darfor 16sa problemet genom att ga igenom varje sammanhingande komponent med
en djupetforstsokning dér vi fargar grannarna enligt féljande regler:

e Om grannen inte har nagon firg sa fargar vi den med motsatt firg och gor sedan en
djupetforstsckning med start i detta horn.

e Om grannen redan har motsatt farg sa gbr vi ingenting.

e Om grannen redan har samma firg sa dr det omojligt att farga den hiar komponenten
med tva firger och vi avbryter algoritmen.

I pseudokod:

checkassignments(pairs)=
# Skapa en graf
18t G=(V,E) dar V och E initialt &r tomma
for varje par (s, t) i pairs:
om s inte finns i V: l&gg till s till V
om t inte finns i V: l&dgg till t till V
lagg till (s,t) till E

# Besok varje sammanhdngande komponent
foér varje hérn v i grafen G:
om v d&nnu inte har ndgon firg:
farga v vit
DFS(G, v)
return ’st&mmer’

# Forsok tvadfdrga en sammanh&ngande komponent i G
# med start i (det redan fdrgade) hornet v.
DFS(G, v):
for alla grannar w till v:
om w inte har ndgon féarg:
fédrga w med motsatt férg till v
DFS(G, w)
om w har samma farg som v:
return ’stidmmer inte’ # avbryt exekveringen

Algoritmen gor ett konstant arbete for varje hérn och varje kant i grafen sa tidskomplexi-
teten blir O(|V| + |E|), dér |V| &r antalet horn och |E| antalet kanter. I det ursprungliga
problemet blir tidskomplexiteten O(n + m) = O(m) dér n dr antalet studenter och m &r
antalet vanskapsrelationer. Analysen forutsétter att grafen lagras med grannlistor och att V'
kan indexeras med studentnummer.



2. Optimal Pokémonvandring med jaktfri ruvning
For att 16sa problemet anvéinder vi dynamisk programmering. Lat delproblemet S{az, as, a10]
vara maximala antalet pokéstopp som Arrietty kan n& under dom forsta 2as +5a5+10a19 km
av vandringen. Nér vi berdknat alla S[as, as, a1p] hittar vi det sokta svaret i S[ng, ns, nig].

Basfallet &r trivialt: S[0,0,0] = 0. Rekursionssteget for S[as, as, a1p] &r enkelt att harleda.
Det sista dgget som Arrietty anvinde i sin maximala 2as + 5as + 10ajp-kilometersvandring
var antingen ett 2-kilometersidgg, ett 5-kilometersidgg eller ett 10-kilometersdgg. Nar hon
borjade vandra med det dgget hade hon maximalt natt S[as — 1,as5,a19], Slaz,as — 1,a10]
respektive Slag, as, a10 — 1] pokéstopp (beroende pa vilket dgg det var). Det storsta av dessa
tre varden maste vara det bista (igget) att vilja. Och nér det dgget klicks kommer hon att
né ytterligare P[2as + 5as + 10a10] pokéstopp.

Rekursionen kan darfor skrivas
510,0,00=0
Slas, as, a10] = max(Slazs—1, as, aiol, S[az, as—1, a1}, Slaz, as, ajo—1])+P[2a2+5a5+10a1)

Bara termerna i max-uttrycket i rekursionen som har ickenegativa index ska tas med.

Vi beréknar virdena i den tredimensionella matrisen S for stigande vérden i en dimension
i taget, t ex for stigande ayg for stigande as for stigande as. Da finns alltid dom varden vi
behover anvédnda i rekursionen redan berdknade.

Sa har blir algoritmen:

5[0,0,0] + 0

assertion Basfallet beréknat enligt rekursionen

for as <+ 0 to ny do

for a5 <+ 0 to ns do
for aip < 0 to nio do

t<« 0
if ao > 0 then t < S[az — 1,0,5,(110]
if as > 0 and S[az,as — 1,a10] > t then t + Slaz, a5 — 1, a10]
if a1o > 0 and S|az, as,a10 — 1] >t then t « Sfaz,as,a10 — 1]
S[ag, as, (110] —t+ P[Qaz + bas + 10&10]
assertion Sas, as, aio] berdknat enligt rekursionen

return S[nz,ns, nio)

Tidskomplexiteten domineras av dom tre néstlade slingorna som gar no, ns respektive nig
varv. Arbetet inuti den innersta slingan &r konstant. Totalt blir det O(nansnig).

Rekursionens korrekthet och berdkningsordningen motiveras ovan och det dr enkelt att se
att berdkningen av basfall och rekursionssteg sker korrekt enligt assertion-satserna i pseu-
dokoden.

3. Boka klassrum optimalt

Problemet &r en generalisering av intervallschemaldggningsproblemet och kan 16sas med nés-
tan samma giriga algoritm som i boken pé sida 116-121/158-163. Den giriga tanken &r att
den kvarvarande lektion som har den tidigaste sluttiden (om det finns flera med samma
sluttid tas vilken som helst) bokas in i det rum som har den hittills storsta sluttiden som
ar niarmast fore den aktuella lektionens starttid, det vill sdga det rum som ger det minsta
glappet nir bokningen gors. Om alla rum &ar upptagna si sliangs lektionen bort (dvs den
kommer inte att bli en del av 16sningen).

Sa hér ser algoritmen ut i pseudokod:

ClassroomScheduling(L, k) =
sortera L med mergesort efter stigande sluttid
room+— new array[l : k]
for j <1 to k do



room[j].latest < 0
room[j].bookings < new Queue()
stoppa in room[1], ..., room[k] i ett rodsvart soktrad RT sorterade efter latest
for i < 1 to|L| do
inv dom forsta ¢ — 1 lektionerna i L ar bokade optimalt enligt room[j].bookings
hitta det rum r € RT som har storsta sluttiden (latest) mindre &n eller lika med s;
if (det finns en sént rum r) then // ldt lektion i bokas in i rum r
rlatest < f; // har mdste r flyttas ¢ soktradet
r.bookings.Put((s:, f:))
else // sldng bort lektionen for det finns inget ledigt rum
return room

Tidskomplexitet: Sorteringen tar tid O(nlogn). Ovriga initieringen (fem rader pseudokod)
tar tid O(klogk). Den aterstdende for-slingan gar n varv, och i varje varv gors en sokning i
soktrédet och mojligen en flyttning av ett element i s6ktradet. Komplexiteten for operatio-
nerna pé ett rédsvart soktrad dr O(log k), varfor komplexiteten blir O(nlogn)+O(klogk) +
O(nlogk) = O(nlogn) eftersom k < n.

Undre grins: For att fa en undre grans for problemet utnyttjar vi undre griansen pa O (nlogn)
for att sortera m olika positiva tal med jamforelsebaserad sortering. Detta fungerar eftersom
tiderna i indata &r godtyckligt stora heltal utan nagon speciell fordelning. Lat s; vara tal
nummer ¢ som ska sorteras och lat f; = s;+1. Lat k = 1, dvs schemalédgg i bara ett rum. Om
vi l6ser detta lektionsschemaldggningsproblem sa kommer resultatet att vara lektionerna sor-
terade efter starttid, dvs s; i stigande ordning, vilket &r en l6sning till sorteringsproblemet.
Eftersom det inte gar att sortera snabbare &n ©(nlogn) si kan inte lektionsschemaldgg-
ningsproblemet heller 16sas snabbare &n sé.

Korrekthet: Observera forst att enda gangen algoritmen INTE bokar in en lektion ar da det
redan ar k inbokade lektioner som 6verlappar med den forkastade lektionen. Det betyder
att det inte gar att utoka den losning som algoritmen ger med nagon av dom forkastade
lektionerna.

Lemma: Anta att algoritmen star i begrepp att boka in lektionen (s, f) i rum nummer a. Anta
att det finns en optimal total 16sning som innehaller dom lektioner som algoritmen redan har
bokat in, bokade i samma rum som algoritmen bokat. D& finns det en optimal total 16sning
som bade innehéller dom bokningar som algoritmen redan har gjort och dessutom lektionen
(s, f) inbokad i rum a.

Bevis av lemmat: Anta att det inte finns en san optimal total 16sning. D& maste det antingen
vara s& att (s, f) ar inbokad i rum b # a i den optimala l6sningen eller att (s, f) inte &r
inbokad alls i den optimala 16sningen. I det forsta fallet, eftersom algoritmen placerat in
(s, f) 1 det rum som #r ledigt kortast tid fore s s méste det vara si att b &r ledig lingre
tid fore s &n rum a. Det betyder att (s, f) och alla bokningar som gors efter f i rum a lika
girna kan byta plats med dom bokningar som gjorts under samma tid i rum b, och déarmed
maste det finnas en optimal 16sning med (s, f) i rum a.

I det andra fallet, 1at (s, f') vara den lektion som i den optimala 16sningen &r bokad i rum
a istéllet for (s, f). Eftersom (s, f') inte lagts till tidigare i algoritmen sd maste f/ > f sa
det gar bra att ersitta (s, f’) med (s, f) och vi har fortfarande en optimal 16sning.

Vi ska nu anvéinda ovanstaende lemma som induktionssteg i en induktion som startar med
tomma bokningsméngden, ldgger till bokningar i samma ordning som algoritmen och slutar
med den genererade 16sningen (dvs invarianten i pseudokoden). Basfallet nér det inte finns
nagra bokningar satisfierar trivialt forutséttningarna i induktionslemmat. Anvind sedan
lemmat i induktionssteget gang péa gang tills vi ser att alla lektioner som algoritmen bokar
in samtidigt kan ingé i en optimal 16sning. Var férsta observation visar d& att denna lésning
maste vara optimal, eftersom 16sningen inte kan utvidgas med nagot av dom Onskemal som
forkastats av algoritmen.



