DD1350 Logik for dataloger

F6 10 — Strukturell induktion

Matematisk induktion

Tidigare: Matematisk induktion tillater oss att bevisa
pastaenden om de naturliga talen N, genom att
utnyttja att elementen i N ar ordnade,
upprakningsbara och har ett minsta element.

Induktion kan dven utforas pa andra ordnade mangder,
inte bara N. | denna féreldsning ska vi studera
induktion over rekursivt definierade mangder.
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Rekursiva definitioner

Exemplet fran forra foreldsningen

il_ _ x(x+1)
pary 2

kan ocksa ges en rekursiv definition:
f0)=0 (basfall)

f@=i+f@@-1) omi>0 (rekursivtsteg)

Rekursion och induktion

Det finns ett nara samband mellan rekursion och induktion.

f0)=0
f@O=i+f@i-1) omi>0
Visa att f (n) = n(n +1)/2, for alla n.

Basfall: f(0)=0-(0-1)/2=0
Ind.hypotes: Antag att f (n) = n(n +1)/2.

Ind.steg: f(n+1)=n+1)+f(n)=@n+1) +nn+1)/2=..

= (n+D)(n +2)2 = = (n +1)((n +1)+1)/2
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Rekursiva definitioner

Ibland ar sjalvreferens det lattaste sattet att definiera
en mangd objekt.

"En heltalslista dr antingen en tom lista, eller ett heltal
foljt av en heltalslista.”

"Ett bindrt trdd dr antingen ett I6v, eller en nod med
vdnster och héger bindirt tréd.”

Sjalvreferens ska dock anvandas med forsiktighet; kom
ihag Russells paradox (fo 6). “Mdngden av alla
mdngder som inte tillhér sig sjélva.”

Listor

"En heltalslista dr antingen en tom lista, eller ett heltal foljt
av en heltalslista.”

Med grammatikregler:

<IntegerList>::=[] | cons(<Integer>, <IntegerList>)
Basfall Rekursivt fall

T.ex.cons (1,cons (2, []1))

Precis som Prolog kommer vi anvanda syntaktiskt socker,
och skriva [1, 2] istdllet for cons (1, cons (2, []1))
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Funktioner pa listor

Langd av en heltalslista:
len([]) =0
len(cons(A,L)) = 1l+len (L)

Tex Komihagatt [1,2] =

cons (1,cons (2, [] ))

len([1,2]) =
l1+len([2]) =
l1+1l+len([]) =
14140 = 2

Funktioner pa listor

Lagg ihop heltalslistor:
app([]l,L) = L

app (cons (A,Ll1) ,L2) = cons(A,app(Ll,L2))

T.ex.

app([1,2], [3,4]) =
cons (1, app([2],1[3,4])) =
cons(l, cons( 2, app([],1[3,41)))
cons(l, cons (2, [3,4])) =
[1,2,3,4]
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Strukturell induktion

Visa att 1en (app (A, B) ) =1len (A) +1len (B)
for alla listor A och B.
Bevis genom induktion 6ver forsta listan:

Basfall []: len(app([],B) = len(B) = O+len(B)
= len([])+1len (B)

Ind.hypotes: Antag len(app (A, B))=len(A)+len (B)

Ind.steg cons (X,A): len (app (cons (X,A) ,B) =
len(cons (X,app(A,B))) = l+len(app(A,B)) f:

l+len(A)+len(B) = len(cons(X,A))+len(B)

Enl. induktions-

hypotesen

Vilken ordning gor vi induktion 6ver?

Listorna ar ordnade med suffix-relationen, t.ex.
[1] <£[2,1] och [4,5,6] <£[1,2,3,4,5,6].

dvs L1 <L2 om

antingen L2 = cons(X,L1) for nagot X,
eller L2 = cons(X,M) och L1 < M.

L J L J
L J L J
. . Partiell ordning med
[1,1] [2,1] [1,37]1 [2,37] — oandlig forgrening

eece \/ coe i varje nod.
\\[11 (21 ___ (311 ___
~N

[1
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Binara trad

"Ett bindrt trdd dr antingen ett I6v, eller en nod med
vdnster och héger bindirt tréd.”

Med grammatikregler:
<Btree> ::=leaf | t(<Btree><Btree>)

N

Basfall Rekursivt fall

T.ex.
t (leaf, t (leaf, leaf))

leaf
leaf leaf

Funktioner pa trad

Hojden pa ett trad:
height (leaf) = 0

height (t(A,B)) = 1 + max(height (A),6 height (B))

T.ex.

height (t (leaf, t (1leaf, leaf))) =

+ max (height (leaf), height (t (1leaf, leaf))) =

max (0, height (t (leaf,leaf))) =

max (0, 1 + max(height (leaf), height(leaf))) =
max(0, 1 + max(0,0)) =

max(0, 1) = 1+41 = 2
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Strukturell induktion

Antalet noder:

n(leaf) =1

n(t(A,B)) = 1 + n(A)+n(B)
Bevisa att n (T) < 2height (M+1_71  f6ralla bindra trdd T .
Basfall: n(leaf) = 1 <21-1 = 2height(leaf)+l _7
Ind.hypotes: Antag n (A)< 2height ®)+1_1 och

n (B) < 2height (B)+1_1
Enl. induktions-
Ind.steg: n(t(A,B))= 1+n(A)+n(B) <€ pusotesen
<1+ 2height (A)+1_1 + 2height (B)+1_1 S
S 2 (max (2height (A)+1, 2height (B)+1) ) -1 =
= 2.Qmax (height (A) ,height (B)) +1_1 =
= 2.2height(t(A,B))_q] = 2height(t(A,B))+1_7

Vilken ordning gor vi induktion 6ver?

Traden ar ordnade med deltradsrelationen, t.ex.

A

dvs T1<T2 om
antingen T2 = t(T1,X) eller t(X,T1) fér nagot X,
eller antingen T2=t(U,X) for nagot X och T1 < U,
eller T2 = t(X,U) for ndgot X och T1 < U

2015-11-11



