Inlamningsuppgift 2, SF1677

Namn: Personnummer:

Email:

Allmint och Regler: Uppgiften dr individuell, men du far diskutera den med andra studenter. I
praktiken innebéar detta ni far diskutera hur mycket som helst med varandra men att du skall sitta ensam
ndr du skriver dina svar. Du far inte dela dina skrivna l6sningar med nagon. Uppgiften kommer att
rattas med kriterierna, komplettering, “godkidnt utan bonus” och “godkint med bonus”. Godkéint med
bonus innebér att du automatiskt far full podng pa ett av tentans tal. Inlimningsuppgifterna kommer
att bedémmas kvalitativt efter hur vil ni resonerar och inte individuellt podngséttas. Alla svar skall
bevisas!

Sista inldmningsdag ar: Onsdagen den 16e November Via mail (till
johnan@kth.se)! eller pa foreldsningen. Observera att datumet #r lite senare vad som anges i forelés-
ningsplanen.

Uppgift 1: For en funktion f(z) definierad i en omgivning av z s& definierar vi

D* f(z) = limsup fleth) - f@)

)
h—0t h

om gransvirdet existerar.

1. Visa att Dt f(z) = f'(z) om f &r deriverbar i .
2. Ge ett exempel pa en funktion f(x) sa att DT f(xg) existerar for nagot xo dir f inte &r deriverbar.

3. Antag att f(z) &r kontinuerlig pa [a, b] och att D f(x) > 0 for alla « € [a,b]. Bevisa att f(a) <
/().

Uppgift 2: Definiera

f<x>:{ -] om(0,1]

0 om z = 0,
x

dér |x] dr heltalsdelen av z: mer precist || = n om z € [n,n + 1). Avgoér om f(z) &r Riemann

integrerbar pa [0, 1].
Uppgift 3: Bevisa Dini’s sats:

Sats 1. |[DINT'S SATS| Antag alt f.(x) € C°(K) dr en avtagande filjd f1(x) > fo(z) > f3(z) > ... av
kontinuerliga funktioner definierade pa en kompakt mdingd K. Visa att om lim, o f,(x) = 0 for alla
r € K sd kommer f, — 0 likformigt pd K.

Forts. nasta sida.

!Scannade l6sningar eller datorskrivna, papper fotograferade med mobilkamera godtas inte!



Uppgift 4: En entusiastisk, men inte sirskilt begavad, student har lyckats bevisa foljande sats:

Sats 2. Alla kontinuerliga funktioner pa |a,b] dr oandligt derivebara.

Sats 2 giller uppenbarligen inte! Men studenten har féljande “bevis”.

“Bevis” av Sats 2: Tag en godtycklig funktion f € C°([a,b],R). Enligt Weierstrass approximationssats
(Sats 19, sidan 228 i Pugh) sa finns det en f6ljd av polynom p,(x) sa att

sup [£(2) ~ pa(e)| < - ()

z€[a,b]

d.v.s. p, — f likformigt.

Alla polynom é&r deriverbara (Corollary 2 pa sidan 151 i Pugh). Eftersom derivator av polynom r
polynom sa foljer det att vi kan derivera polynom godtyckligt manga ganger. Vi kan sluta oss till att
pn € C([a,b]). Detta tillsammans med (1) ger att

1
lim sup [f(z) — pu(z) | < lim = =0.

n—oo Ié[a,b] N n—oo M
€C>°([a,b])

Det foljer att f har avstandet 0 till en funktion i C*([a,b]) sa f(z) = “en funktion i C*°([a,b])”. S&
€ C®([a,b]). O

Vad ar fel i beviset? Kan man hitta exempel pa en explicit kontinuerlig funktion dar man kan se vad
som gar fel i beviset? Skriv en lite ldngre och utforlig forklaring/analys av vad som gar fel med beviset.
Kénn dig fri att ldgga upp din beskrivning hur du vill men férsok vara tydlig.

Lycka Till!



