Kortfattat 16sningsforslag till Kompletteringstentamen, SF1633,
Differentialekvationer I den 16 november 2016 kl. 17 - 19.

Varje moduluppgift bestar av tre fragor. For att bli godkéind pa modulen krévs
réitt svar pa minst tva av dessa fragor. Gor endast den moduluppgift (en uppgift)
som saknas fran tentamen/lappskrivningar.

Hjilpmedel: Det enda hjédlpmedlet vid tentamen &r formelsamlingen BETA: Mat-
hematics Handbook av Rade och Westergren.

OBS: For full podng kravs fullstéindiga, tydligt presenterade och val motiverade
l6sningar som ér litta att folja. Markera dina svar tydligt. Samtliga svar ska vara pa

reell form.
Del I
Modul 1. Betrakta differentialekvationen
dy 2
—= = (y—1)".
- =w=1)

a) Bestdm och klassificera samtliga stationéra (kritiska) punkter med avseende
pa stabilitet /instabilitet.

b) Skissa losningskurvorna till ekvationen, fér z > 0, da y(0) = 0 samt da
y(0) = 1.
c¢) Los begynnelevérdesproblemet

Losning: Se Exempel 5 1 kapitel 2.1 i kursboken.

a) De kritiska punkterna ges av (y —1)? = 0, dvs y = 1 &r den enda kritiska
punkten. Eftersom (y — 1) > 0 for alla y # 1 maste alla l6sningar vara
vaxande. Saledes far vi féljande faslinje:

Detta betyder att den kritiska punkten y = 1 &r semi-stabil. (Enligt definitio-
nen av stabilitet /instabilitet betyder detta att punkten &r instabil, eftersom
det finns punkter godtyckligt ndra y = 1 som ror sig i vag fran den kritiska
punkten.)

b) Begynnelsevillkoret y(0) = 0 ger en losning y(x) som &r stréangt vixande
och som ndrmar sig den horisontella linjen y = 1 da z véxer. Begynnelsevill-
koret y(0) = 1 ger den konstanta losningen y(z) = 1. Rita figur.

c¢) Ekvationen &r separabel och kan skrivas pa formen

i = dx.
(y—1)°
Hér antar vi att y # 1. Integrering ger
1
—H =xr+c
vilket ger oss
y=1 .




Modul 2.

Begynnelsevillkoret ger

0:y(0):1—z

dvs ¢ = 1. Saledes,
y=1-——
x
ar den sokta losningen.

Betrakta differentialekvationen
22y —3xy +4y =0, x>0.

a) Funktionen y; = x? dr en 16sning till differentialekvationen. Bestdm en
16sning y» till ekvationen sadan att y; och ys &r linjart oberoende pa intervallet
x> 0.

b) Verifiera, genom inséittning i ekvationen, att y; och ys verkligen ar l6sningar
till ekvationen, samt att de ar linjért oberoende pa intervallet = > 0.

c¢) Bestdm den 16sning y(z) till ekvationen som uppfyller y(1) = 1,4/(1) = 3.

Losning: Se Exempel 1 1 kapitel 4.2 i kursboken.

a) Vi anvinder reduktion av ordning for att hitta en 16sning ys. Vi gor
ansatsen y(z) = u(z)y(r) = 2?u(z). Insittning i ekvationen ger (efter lite
forenkling)

g'u” + 2% = 0.
Eftersom 2 > 0 kan vi dividera med 2? vilket ger oss
zu” +u' = 0.

Later vi v = v’ kan denna ekvation skrivas xv’ + v = 0. Vi noterar att denna

ekvation redan ar pa “riatt” form (skriver vi ekvationen pa standardform och

multiplicerar med den integrerande faktorn fas precis detta uttryck), dvs ek-
d

vationen kan skrivas 4-(2v) = 0. Integrering ger zv = ¢1, dvs v = ¢;/x dér ¢

ar en konstant. Eftersom v = «' far vi
u=-clnxr+co.

Saledes dr y = ur? = (¢; Inx + ¢o)x? en 16sning till ekvationen for varje val av
konstanterna ci, co. Specielt dr yo = 22 Inx en lésning. Vi verifierar i b) att y,
och ys &r linjart oberoende pa x > 0.

b) Vi verifierar forst att yo = 22 Inx &r en 16sning (pa samma sétt verifieras
att y; = % ocksa #r en losning; gor det!). Vi har

yp=2xlnzr+xz, yy=2Inz+3.
Detta ger att
22y — 3wyl + 4y = 222z + 3) — 3x(2xInz + ) + 4(2* Inz) = 0

for alla x > 0. Saledes ar y, en 16sning till ekvationen.
Vi verifierar nu att y; och y, &r linjiart oberoende pa = > 0 genom att
anvanda Wronskideterminaten. Vi har

Y1 Yo x? z?Inz
WY

W(x) = = =2 £ 0 for z > 0.

2¢ 2xzlnx +x




Modul 3.

3

Eftersom Wronskideterminanten &r nollskild vet vi att 16sningarna &r linjart
oberoende pa intervallet x > 0.
c¢) Eftersom vi har tva linjart oberoende 16sningar vet vi att den allménna
l6sningen till ekvationen (pa intervallet x > 0) &ar
Yy = 12 + cox’Inz.
Konstanterna ¢; och ¢y bestdms nu sa att y(1) = 1 och y/(1) = 3. Vi far att
c1 = ¢ = 1, dvs den sokta losningen &r

y=2a2>42’lnz.
Lat
1, 0<t<1

a) Anvind Laplacetransformens definition for att bestamma Z{f(¢)} (Lapla-
cetransformen till f(t)).

b) Antag att y(¢) ar l6sningen till begynnelsevardesproblemet

y—y=1r{t), y0)=1
Bestam Y'(s) (ddr Y (s) dr Laplacetransformen till y(¢), dvs Y(s) = Z{y(t)}).
c¢) Bestdm losningen y(t) i b).

Losning: a) Enligt defintion har vi

2 - [ " pye -t = / sty — [_

(Vi ser att detta svar sammanfaller med formel 1,100 da @ = 0 och b = 1.)
b) Vi Laplacetransformerar ekvationen och utnyttjar begynnelsevillkoret
samt resultatet fran a):

_ 1 _
e st 1 e s
S

0 S S

1
sY(s)—1=Y(s) =— <
s
vilket ger

1 1 e’
Y(s>:s—1+s(s—1)_s(s—1)'

¢) Vi anvénder nu inverstransform. Formlerna L21, L28 samt L4 ger oss

y(t) =e' + (=1 +e") —ult —1)(=1+e ) =2" — 1 —u(t —1)(—1+e1),

dar u(t) ar Heavisides stegfunktion.



