Forelasning 9

1 Potenitallosningen for stromningen kring en
cylinder

I denna forelasning ska vi kortfattat behandla potentialstrémning, som tradi-
tionellt varit ett stort omrade inom aerodynamiken, men numer ar av mer un-
danskymd betydelse. Vi borjar med att harleda den klassiska potentiallosningen

S
U o r
P N\°
_ = >

Figure 1: Vi loser Laplace-ekvationen for den rotationsfria stromningen kring en
cylinder. Randvillkoret pa cylinder ar att den radiella hastighetskomponenten wu,
ar noll pa cylindern.

for inviskos, inkompressibel och rotationsfri stromning kring en cylinder. Att
stromningen ar rotationsfri innebér att det existerar en hastighetspotential, ¢,
sadan att hastighetsfiltet kan skrivas

u=Vo. (1)

Att stromningen ar inkomporessibel innebar att V - u = 0, vilket ger Laplace-
ekvationen

V2 =0. (2)
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Vi ska nu losa Laplace-ekvationen for den stromning som uppkommer kring en
cylinder med en konstant fristrom U. Cylinderns radie ar a och vi later fristroms-
hastigheten vara parallell med z-axeln. Da potentialen ar given kan den radiella
och azimutala hastighetskomponenten raknas ut som
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I cylinderkoordinater kan Laplace-ekvationen (1) skrivas
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8r2+r8r+r2826 0 (4)
Randvillkoren &r
u=0dar=a = g(f:o da r=a, (5)
_ 09 10¢ .
u—arer+raee9—>UeI da r — co. (6)

For att erhalla en entydig 16sning till detta problem sa maste vi ocksa krava att
|r(u—Ue,)| — 0 as r — oco. Mer om detta villkor lite senare. Observera att
det inte ar vidhafningsvillkoret vi anvénder i denna analys. Eftersom vi antar att
fluiden &ar inviskos sa ar den fri att glida langs cylindern och foljaktligen sa kraver
vi inte att uy = 0 da r = a. Som vi ska se sa kommer uy inte att vara noll pa
cylindern. Vi ansatter nu en separabel 1osning

Qb(rv 0) = g(@)f(r) ) (7)

och tillater oss att gissa oss till formen pa g(#). Om vi gissar att g(6) = cos @ eller
g(0) = sin @ sa ser vi att det &r bara med cos@ som vi har mojlighet att uppfylla
randvillkoret (6) i odndligheten, eftersom vi maste ha att

df

:59(0)—>—U da r — o0 och 0 =m. (8)
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Alltsa gor vi ansatsen ¢ = cos 0 f(r) och sétter in i ekvation (4) och far da f6ljande
ekvation for f,

d2f  1df 1
il ——f=0. 9
dr2+'r’d7’ r? (9)

Denna ekvation har 16sningen
B
f=Ar+ —, (10)
T
dér A och B ir tva integrationskonstanter. Randvillkoret (5) ger nu att

B
A—E:O = B=dA, (11)



och randvillkoret (8) ger att A = U. Foljaktligen har vi att

2
¢ =cosOUr <1+7’2> , (12)

Som tidigare papekats sa ar detta losningen till problemet for vilket vi kréavt att
|r(u—Ue,)| — 0 as r — oco. Om vi ddremot tillater att |r(u — Ue,)| ar adndligt
da r — oo sa kan vi addera 16sningen

¢pv = _Le; (13)
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vilket ar potentialfaltet for en potentialvirvel med cirkulationen I', déar I' ar positiv
for en medurs virvel. Det ar latt att overtyga sig om att detta falt uppfyller
randvillkoret (5) pa cylindern, eftersom den radiella hastigheten &r noll for en
potentialvirvel. Hastighetsfaltet kan nu berdknas ur potentialfaltet

r2

a2
uT:coseU<1—> : (14)

2
ugz—SmGU(l—l—a) a (15)
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Hastigheten pa cylindern fas genom att satta r = a,

Ta

u(a,l) = — <2U sinf + 2F) €. (16)

2 D’Alamberts paradox och Kutta-Zhukhovskys
sats

Med hjalp av det falt som vi tagit fram for potentialstromning kring en cylinder
s& ska vi nu hérleda tva klassiska teorem i potentialstromningsteori. Aven om vi
harleder dem for stromningen kring en cylinder sa géller de mer generellt for for
potentialstromning kring en godtyckliga tvadimensionella kropp.

Eftersom vi har antagit att fluiden ar inviskos sa paverkas cylindern endast av
tryckkraften. Kraften (per langdenhet i z-led) pa cylindern kan skrivas

2
f = —/ pee,ds = — peeradf, (17)
c 0

dar p. ar trycket pa cylindern. Tryckférdelningen pa cylindern kan vi nu fa fran
Bernoullis ekvation. Om p,, ar trycket langt uppstroms sa far vi
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Motstandet och lyftkraften (per lingdenhet i z-led) &r lika med - och y-komponenten
av f. Eftersom e, = cos fle, +sin e, kan vi nu berdkna motstandet och lyftkraften
pa foljande sétt

D=e, -f=
2m 1 r 2
=—/ Poo +=p | U? — (2Usin6+> cosfadf =0, (19)
0 2 2ma
L=e,-f=
2m 1 r 2
= —/ {poo-l-p <U2— <2Usin0+> >}sin9ad0=pUI‘. (20)
0 2 2ma

Ekvation (19) kallas D’Alamberts paradox och séger att det inte finns nagot luft-
motsand pa en kropp som ar omgiven av potentialstromning, vilket naturligtvis
ar ett orimligt resultat. Ekvation (20), som kallas fér Kutta-Zhukhovskys sats,
sager att lyftkraften ar lika med pUT dar I ar cirkulationen kring kroppen. Detta
resultat stammer ganska val, speciellt for tunna, stromlinjeformade kroppar sa
som vingar. Hur kan det vara sa att samma typ av utrdkning dels ger ett re-
sultat som ar helt orimligt och dels ett resultat som stammer ganska val? Som
vi ska se 1 den sista forelasningen sa kommer tryckmotstandet i verkligheten att
vara mycket storre an det viskosa motstandet for trubbiga kroppar. For en my-
cket tunn stromlinjeformad kropp sa kommer det viskdsa motstandet inte att vara
forsumbart. I idealfallet av en extremt tunna plan platta sa kommer det inte att
vara nagot tryckmotstand. For en tunn platta med Blasiusgriansskikt pa bada
sidor kommer motstandet att vara

D = 1.328pU*LRe /2, (21)

dar L ar plattans langd och Re = UL/v ar Reynoldstalet. Da Re — oo sa gar
motstandet mycket riktigt mot noll. For lyftkraften sa ar motsvarande resultat

L = pUT + O(pU*LRe™/?) (22)

och da Re — oo sa giller Kutta-Zhukhovskys sats.

3 Komplex potential och hastighet
Realdelen och imaginardelen av en analytisk funktion
W(z) =¢+ iV (23)

dar z = x + 1y, uppfyller som bekant, Cauchy-Riemann-ekvationerna

op O

060U
9" " on (25)
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Det foljer direkt fran Cauchy-Riemann-ekvationerna att ¢ och ¥ bada uppfyller
Laplace-ekvationen. Om vi identifierar ¢ med potentialen for hastighetsfaltet sa
ser vi att U ar stromfunktionen. Eftersom WV &ar analytisk kan vi berakna dess
derivata som

dw . W(z+ Az) —W(z)

— = lim

dz Az—0 Az
dar Az = Az + 1Ay kan valjas valfritt. Exempelvis sa kan vi valja Az = Ax.
Detta val ger

(26)

dw 9o 0¥

dz  Ox T ox
dér u och v ar hastighetsfaltets z- och y-komponent. Sammanfattningsvis sa kan vi
alltsa tolka realdelen respektive imaginardelen av en godtycklig analytisk funktion
som potentialen respektive stromfunktionen for ett tvadimensionellt hastighetsfélt.
Hastighetsfiltet kan beridknas pa tre satt. Antingen kan vi berdkna de Cartesiska
komponenterna genom att direkt anvénda oss av (27) eller sa kan vi berdkna den
genom att anvinda oss av nagon av sambanden

u=Vo, (28)
u=V x (e V). (29)

=u—iv, (27)

Om vi inte ar intresserade av de Cartesiska komponenterna utan av den radiella
och den azimutala komponenten sa ar nagot av de sistnamnda alternativen att
foredra. Eftersom Laplace-ekvationen &r linjar sa kan vi ocksa superponera strom-
ningsfalt. Pa sa satt kan vi konstruera relativt intrikata stromningsfalt genom att
superponera ett antal elementéra falt som vi valjer som legobitar ur en lada.

4 Nagra elementara falt

4.1 Fristrom
W=Uz=Ure". (30)

Det ar liatt att se att denna komplexa potential ger en konstant fristrom U i z-led.

4.2 Stromning kring ett horn
W(z) = Az" = Ar'e™ (31)

dédr A &r en konstant och n > 1/2. Denna komplexa potential ger den reella
potentialen och stromfunktionen

¢ = Ar"cos(nf), W= Ar"sin(nd). (32)

Stromlinjerna ges som bekant av ¥ = Konstant. Vi ser omedelbart att de tva rata
linjerna # = 0 och # = 7/n &r tva stromlinjer, eftersom ¥ = 0 pa dessa linjer.
Stromningen kan déarfor tolkas som stromningen kring ett horn med 6ppningsvinkel
7/n.



4.3 Kalla—Sanka

W(z) = —1Inz=—In(re?) = 2—(111(7‘) +1i0) . (33)

m

Vi ser att m
p=—Inr, V=_—0, (34)

2m

som ger hastighetskomponenterna

m

up = 0. (35)

Uy = —
2mr

Om m > 0 sa ar detta en kalla lokaliserad i origo fran vilket vi har ett flode

27rm
= [ ud :/ o =m. 36
q /Cu s 3 r m (36)

dar vi integrerat 6ver en cirkel med radien . Om m < 0 sa flodar det in mot origo
och vi sdager darfor att vi da har en sénka i origo.

4.4 Potentialvirvel

1) 1 , r
W(z) = ;? Inz= ;—Wln(rele) = (=6 +il(r)). (37)
Vi ser att B r
- ¥ =_—1
o 27r9’ 5 T, (38)
som ger hastighetskomponenterna
r
» =0, = ——. 39
“ 1o 2rr (39)

Detta ar som bekant en potentialvirvel med cirkulationen I' i medurs riktning. Om
I' > 0 har vi medurs rotation och om I' < 0 har vi moturs rotation.

4.5 Dipol

W(z) = g - ge—w. (40)

dér p ar dipolstyrkan (som inte ska forvéxlas med viskositeten). Vi ser att

L cosf 1% 1sin 6 Y
o= ==, ¥Y=- =——. (41)
T ety T Tt +y
Stromlinjerna ar isolinjer till stromfunktionen. For att ta fram ekvationen for
stromlinjerna sétt pu/(2W) = —C' déar C' ar en positiv eller negativ konstant som
ar olika for olika stromlinjer. Stromlinjernas ekvation kan da skrivas
o+ (y - C) =7, (42)

vilket &r cirklar med centrum i (x,y) = (0,C) och radie |C|. Cirklarna tangerar
alltsa origo. Dessutom &r z-axeln en stromlinje.
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4.6 Stromning kring en cylinder

Den 16sning som vi tagit fram for stromningen kring en cylinder kan skrivas som en
superposition av en fristrom, en dipol med styrkan p = Ua? och en potentialvirvel.
Den komplexa potentialen kan alltsa skrivas
Ua?> il
W(z):Uz+——|—2—lnz. (43)

z ™

Genom att identifiera realdelen och imaginédrdelen ser vi att

a? r
gb:UrcosO(l—l—?ﬂQ)—%Q, (44)
2
r
‘If:Ursin9<1—z2>—l—27rlnr. (45)

Vi ser att potentialen, ¢, ar identisk med den vi tagit fram tidigare. Fran strom-
funktionen ser vi ocksa att r = a ar en stromlinje. Vi har redan berdknat den
radiella och den azimutala hastighetskomponenten. For att berdkna de Cartesiska
komponenterna &r det enklast att anvénda sig av (27), vilket ger

dw Ua*> T Ua? r

u = Re ( P ) Re (U =t 27?2) U > cos(26) + - sinf, (46)
dw Ua*> il Ua? r

v m ( P ) m (U = + 27Tz> = sin(26) - cosf. (47)



