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Losningsforslag till tentamen i SF1629, Diff och Trans II (del 1)
19 dec 2016

Tentamen bestar av atta uppgifter déar vardera uppgift ger maximalt fyra podng.

Preliminéra betygsgrinser: A-28 poidng, B-24, C-21, D-17, E-14, Fx-13.

Det finns mojlighet att komplettera betyget Fx inom 4 veckor. Kontakta i sd fall Maria Saprykina
(masha@kth.se).

OBS: For full podng krivs fullstindiga, tydligt presenterade och vilmotiverade 16sningar som &r
ldtta att folja. Markera dina svar tydligt.

1. Differentialekvationen x3’ — y = 2, x > 0, har en 16sning som ocksa uppfyller ekvationen
23y — 2%y = 9%, x > 0. Bestim denna 16sning.

Losning: Den forsta ekvationen dr linjdr av forsta ordningen. Man kan 16sa den, tex, mha
integrerande faktor. Man far den allménna Isningen y(z) = Cx + 22, dir C' € R.

Vi sitter in den allménna 16sningen 1 den andra ekvationen och bestimmer konstanten. Man
far C' = 0. Svar: y(x) = 2°.

2. Bestdm allminna 16sningen till differentialekvationen

y'(2) =2/ (1) +y(a) = =, >0,

Losning: Ekvationen dr linjdr inhomogen. Forst 16ser vi den motsvarande homogena ekvationen
y"(z) — 2y (z) + y(x) = 0 och far y, = c1y1 + coys didr yy = €7, yp = we”.

Vi kan soka en partikuldr 16sning pa formen y,(z) = ui(2)y1(z) + uz(z)y2(z) (variation av
parametrar). Vi vet att vi far en 16sning om vi viljer u;, ¢ = 1,2 som uppfyller

p_ ya(x)g(r) ,_ pi@)gle) 1

U = —"—F—>=—1, u,="—F-">=—,
where g(z) = e%, y1 = €%,y = xe”, and W (x) is Wronski-determinanten. Funktioner u; = —1,
us = In x uppfyller ekvationerna ovan. Saledes, y,(z) = —ze” +ze” In x dr en partikuldr 16sning

till den inhomogena ekvationen.

Den allménna 16sningen till den ursprungliga ekvationen ir alltsa y(z) = ¢e* + coze® +
xe®lnzx.

En annan metod som skulle kunna tillimpas &r reduktion av ordningen.

3. Betrakta systemet

x) =x1 — by

Th =T — Ty
a) Bestdm en fundamentalmatris till systemet. 2p)
b) Los systemet under begynnelsevillkoret 21 (0) = 1, 25(0) = 0. (1p)
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¢) Ar den kritiska punkten (0, 0) stabil eller instabil? (1p)

Lésning: a). Om vi later
0= () 4= )

sa kan systemet skrivas X’ = AX. Matrisen A har egenviardena A\ = +2i. Vidare, 7 = (
en (komplex) egenvektor svarande mot egenvérdet A = 2i. Alltsa vet vet vi att

X = et — D o2t
1—21

ar en komplex 16sning. Vidare vet vi att real- och imaginirdelen av denna 16sning &r tva reella
och linjirt oberoende 16sningar. Vi har

5 9t ) (cos 2t + i sin 21) dcos 2t w o sin 2¢
e = cos 7sin = 7 )
1—2¢ 1—2¢ cos 2t + 2sin 2t sin 2t — 2 cos 2t

Saledes,
X = 5 cos 2t‘ o 5sin 2t
cos 2t + 2sin 2t sin 2t — 2 cos 2t

ar tva linjart oberoende (reella) 16sningar. Detta betyder att

5 cos 2t Hsin 2t
o(t) = (Xl (t) X2<t>) - (cos 2t +2sin2t sin2t — 2 cos 215)

ar en fundamentalmatris till systemet.
b) Eftersom X; och X, ir linjdrt oberoende sa kan den allménna 16sningen till systemet kan

skrivas
5 cos 2t Hsin 2t
X=cX Xy = '
C1X1 + CaXg = € (Cos 2t + 2sin 2t) T <sjn 2t — 2 cos 2t>

() =x0=0(3) (%)

Detta ger att ¢; = 1/5 och ¢o = 1/10. Saledes ar

X—l 5 cos 2t N 1 5 sin 2t _ [cos2t +
~ 5\cos2t+2sin2t) 10 \sin2t —2cos2t) sin 2t '

5

1721) ar

Begynnelsevillkoret ger

den sokta 10sningen.

c) Eftersom systemet dr linjirt, och matrisen A har rent imaginédra egenvirden, sa vet vi att
origo dr ett centrum, dvs (0, 0) &r stabil (men inte asymptotiskt stabil). Detta ser vi ocksa fran
formen pa den allminna 16sningen i b) ovan; samtliga 16sningar &r periodiska, och ju mindre
lc1], | 2|, desto ndrmare origo ror sig (x1(t), xo(t)).

4. Betrakta ekvationen 2x2%y” + 3zy’ + (222 — 1)y = 0.
a). Visa att denna ekvation har en reguljér singulédr punkti z = 0. 1p.
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Lésning:  Skriver om ekvationen pé standard form: " + 2y’ + szgly = 0. Viseratt z =

0 &r en singuldr punkt eftersom koefficienterna inte dr analytiska i 0. Vidare, alla ekvationens
koefficienter dr polynom, och bade lim, . x% och lim,_,o 22 212151 ar dndliga. Darfor ar z = 0
en reguljir singuldr punkt.

b). Bestdm indexekvationen (indicial equation) samt rekursionsrelationen. 2p.

Losning: Vi soker 16sningarna pa formen y(x) = 7 a,z™"" dir ay # 0. Om man deriverar
ansatsen termvis och sitter in i ekvationen, fir man f6ljande. Fér n = 0 far man (2r2+r—1)ag =
0. Eftersom ay # 0, far vi indexekvationen:

2 +r —1=0,

vilket ger r = 1/2 eller r = —1.
For n = 1 far man (2r% + 5r + 2)a; = 0. For viirden av r som ovan fér vi a; = 0.
For n > 2 far man rekurrensrelationen:

an(n+r+1)2n+2r—1)+2a, 5 =0.

c). Bestdm de tre forsta nollskilda termerna i serielosningen motsvarande den storsta roten av
indexekvationen och ay = 1. 1p.

Latag = 1, = 1/2. Vi har fitt a; = 0. Dad ay = —2a¢/(r + 3)(2r +3) = —1/7 a3 = 0,
ay = —2ay/(r+5)2r +7)=1/(2-7-11).

De forsta 3 termerna av y; ir

2 I4

et P
S N T

Losning:

5. Ett visst filter av typen

Yur(t) = /0 h(t — u)yim(u)du,

dir h dr en viss funktion, transformerar insignalen y;,, (t) = cost till utsignalen y,,(t) = 1—cost.
t

Beridkna y,,(t) om y;,, (1) = e~ .
Ldosning: Vi noterar att y,,(¢) har form av faltning h * y;,,(¢). Laplacetransformen Y,;(s) av
Yut(t) uppfyller

Yia(s) = H(s)Yin(s)
(ddr H och Yj, star for Laplacetransformer av h och y,;). Om y;,, () = cost, far vi:

1 s s
Yui(s) = L{1 — cost} = ST erls H(s)

vilket ger H (s) = =, och h(t) = t.



Om vi tar y;,(t) = 7%, 58 Y, (s) = Sﬁ, och
1 1
Yu =H Y;n = )
! (5)Yin(s) s?2s+1
vilket ger y,s =t — 1 + e~
6. I denna uppgift dr a) och b) oberoende av varandra.
a) Betrakta det autonoma systemet (2p)
¥=1-—y
y/ — 1‘2 . yQ'

Bestam samtliga kritiska punkter, samt avgoér om de ér stabila eller instabila.

b) Genom att skiva om ekvationen z” + 223 = 0 som ett férsta ordningens autonomt system,
anvind lamplig metod for att avgora om den kritiska punkten (0, 0) &r stabil eller instabil. (2p)

Losning: a). De kritiska punkterna ges av
1—y=0
22—y =0.
Forsta ekvationen ger y = 1. Insatt i den andra ekvationen fas 22 — 1 = 0 vilket ger v = +1.

Alltsa, (£1, 1) dr de tva kritiska punkterna.
Vi undersoker stabiliteten hos dessa punkter med hjélp av linjarisering. Systemet ger oss Jaco-

bianen
0 -1
e = (5 )

I den kritiska punkten (1, 1) har vi
0 —1
= (5 7))

som har egenviardena A = —1 + . Eftersom realdelen dr negativ sa foljer att den kritiska punkten
(1,1) 4r stabil.
I den kritiska punkten (—1, 1) har vi

J(—1,1) = (_02 :;)

som har egenvirdena A = —1 £ /3. Eftersom /3 — 1 > 0 féljer det att den kritiska punkten
(—1,1) r instabil.

b) Om vi later y = 2’ kan ekvationen skrivas 3/ + 22 = 0, dvs ¥ = —2z3. Vi far allts
systemet
=y

y = —22°.
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Linjarsering ger ingen information om stabiliteten i detta fall. Vi anvéinder fasplanmetoden. Vi
far y 0

dv — y
vilket kan skrivas ydy = —2z3dx. Integrering ger y?/2 = —x?/2 + C, dvs z* + y* = 2C dir
C idr en konstant. For varje val av C' > 0 &r detta slutna kurvor centrerade kring origo (och ju
mindre C' > 0, desto ndrmare origo dr kurvan). Vi vet att I6sningarna till systemet kommer att
ligga pé dessa kurvor. Saledes dr (0, 0) ett centrum, dvs (0, 0) dr en stabil kritisk punkt.

7. Avgor om foljande pastdenden dr sanna eller falska. Fullstindig motivering kravs! Varje kor-
rekt delsvar ger 1p.
a). Om sin z r en 10sning till ekvationen

y"(2) + ay'(x) + by(x) = 0

dér a och b ar reella konstanter, sa dr sin  + cos x ocksa en losning.

Losning: Sant. Ekvationen dr linjdr med reella konstanta koefficienter. Om sin x dr en 10sning,
sa maste bade ¢ och —i vara rotter till den karakteristiska ekvationen. Detta innebir att cos z
ocksa dr en 16sning. Svaret foljer av lineariteten.

b). Lat f(¢) och g(t) vara kontinuerliga funktioner fran R till R, och g inte ir identiskt lika
med 0. Om y; () och y(t) &r 16sningar till ekvationen

y'(t) = f(t)y(t) + g(b),

sa dven y; (t) + 2yo(t) dr en 16sning till samma ekvation.

Losning: Falskt. Om y; (t) och yo(t) ér 16sningar till ekvationen, sd y.(t) = f(t)y;(t) + g(t) for
i =1,2.Laty(t) =y (t) +24a(1). DAy' = (y14240)" = 11 +2¢5 = f(O)y1 +2f()y2+39(t) =
f(t)y+3g(t) # f(t)y + g(t) eftersom g inte dr identiskt lika med 0.

¢). Laplace-transformen av funktionen f(t) = ae?* + be'” ir definierad for alla reella a och b.

Losning: Falskt. Laplace-transformen av f () dr definierad om och endast om b = 0, eftersom
L{e) = I e” e~ dt, vilket divergerar for varje fixerat s.

d). L&t f(t) och g(t) vara kontinuerliga funktioner frin R till R. Funktionen y(#) = 3 kan inte
vara 10sning till ekvationen

')+ f(O' () + g(t)y(t) = 0.

Losning: Sant. Enligt existens- och entydighetssatsen for linjdra ekvationer (vilken kan tillimpas
eftersom f(t) och g(¢) dr kontinuerliga), har ekvationen en unik 16sning som uppfyller y(0) = 0,
y'(0) = 0. En sddan 16sning &r y(¢) = 0 for alla ¢. Funktionen y(¢) = ¢> har ocksd y(0) =
y'(0) = 0, sa den kan inte vara 16sning.

8. Lat yy, yo vara tva linjért oberoende 16sningar till ekvationen

(1) v' '+ P(z)y + Q(x)y =0, ze€l.
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a) Visa att (3p)
Y1ys — Yayi
Plx)=— —/F/———
(@) W (y1, 12)
m@:%%—%%
W(yla 92)

ddr W (yy, y2) dr Wronskideterminanten av y; och ys.
b) Bestiim en ekvation pé formen (1) som har y; = x och y = 2% som 16sningar di = > 0. (1p)

Losning: a) Att y; och ys dr 10sningar betyder att vi har

i + Pa)y; + Q(x)y1 =0

vy + P(x)yy + Q(a)y2 = 0
Vi betraktar detta (for fixerat z) som ett linjart ekvationssystem, ddr P(z) och Q(x) dr de obe-
kanta. Eftersom det &r givet att y; och ¥ &r linjdrt oberoende sa vet vi att Wronskideterminanten

Wy, y2) = n1ys — y2yy # 0 pa I. Om vi nu multiplicerar forsta ekvationen med y» och den
andra med —yy, och adderar ekvationerna fas

0 =1yy2 + P(@)y1y2 — oy — P(@)yamn
vilket ger
H@:%%_%%-

Y1Y2 — YaY1
Vi noterar att namnaren dr —W (y1, y2), sd vi kan allsta skriva

Y1ys — Yoyt

P(z) Wnvs)
Pa samma sitt, genom att multiplicera forsta ekvationen med 5 och den andra med —y;, och

addera ekvationerna far vi

/)

0= y1y5 + Q(x)1ys — yayy — Q(x)y2y}
vilket ger

!0 !0 !0 !0

Q(x _ 1Yo — Yoy _ Y1Yo — Yoy
Y1Ys — Y2U W(yh yz)

b) Vi bestdimmer P och () genom att anviinda formlerna frén a), med y; = x och 3, = 23. Vi
har W (yy, ) = x(32?) — 23(1) = 22% # 0 for z > 0, s&

T -6z 3

P = — - __

() 23 x
1-6x 3

Alltsa, vi far ekvationen

3 3
y/l _ _y/ + _2y — 0
x x



