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Losningsforslag till mastarprov 2: komplexitet

1. Ultrasmart maraton
Betrakta beslutsproblemet SPECIALPRIS definierat pa foéljande sétt:

Inmatning: En oriktad graf G =< V, £ > med positiva kantvikter.

Fraga: Finns det en stig som besdker alla horn precis en gang och som har en vikt > M/2,
dér M ar den totala kantvikten i grafen?

Vi ska visa att SPECIALPRIS ar NP-fullstdndigt.

Lat en 16sning vara en stig given som en delmingd kanter S C E. Om vi far en 16sning
S given sa kan vi kontrollera att den &r giltig genom att kontrollera att S &r en stig som
verkligen bestker varje horn i V precis en gang och att summan av vikterna i S &r minst
M/2. Detta tar bara linjar tid i grafens storlek. Diarmed har vi visat att SPECTALPRIS
ligger i NP.

For att visa att SPECIALPRIS &r NP-svart sa reducerar vi det kiinda NP-fullstdndiga pro-
blemet HAMILTONSTIG till SPECTALPRIS.

HAMILTONSTIG definieras pa foljande sétt:
Inmatning: En oriktad graf G' =< V', E’ >.
Fraga: Finns det en stig som besoker varje horn i G’ precis en gang?

Givet grafen G’ s& konstruerar vi en ny graf G som innehaller samma horn och kanter som
G’ och vars kanter alla har vikt 1. Dessutom lagger vi till ett nytt horn ¢ och kanter som
forbinder ¢ med varje horn i V'. Dessa kanter har ocksé vikt 1. Slutligen lagger vi till en nytt
horn s, samt en kant mellan s och ¢t med en vikt som &ar stérre 4n den sammanlagda vikten
av alla andra kanter i grafen G. Denna reduktion gar att géra pa linjar tid i grafens storlek.

LAt oss forst visa att om det finns en hamiltonsk stig i G/, s& gar det att vinna ett specialpris
i G. Den vinnande stigen gér fran s till ¢, vidare till startpunkten i en hamiltonsk stig i G’
och foljer sedan denna hamiltonska stig. Denna stig besoker varje hérn i G precis en gang
och dess vikt ar tillrackligt stor.

Nu aterstar att visa att om det finns ett specialpris i G, sa finns det ocksa en hamiltonsk
stig 1 G’. En viig som ger ett specialpris méste borja (eller sluta) i s. Déarefter maste den ga
till ¢ och sedan f6lja en av de nya kanterna fran ¢. Eftersom végen inte kan atervianda till ¢,
s& maste den sedan bestd av en hamiltonsk stig i grafen G'.

Alltsa &r SPECIALPRIS NP-fullstdndigt.

2. Schemaproblemet

Lat oss infora ett mal timelimit och dérigenom formulera féljande beslutsproblem EX-
ISTSSCHEDULE:

Indata: antalet klassrum k, lektioner lesson[l..n|, mal timelimit. Varje lektion kan ha en
uppsédttning krav sasom uppgiftslydelsen beskriver.

Fraga: Finns det en schemaldggning av dom n lektionerna i dom k klassrummen som inte
bryter mot négra av kraven och dar alla lektioner slutar senast timelimit?

Vi kan verifiera en ja-16sning till beslutsproblemet i polynomisk tid pa foljande satt. Lat
16sningen vara en schemaldggning av alla lektioner, dvs ett utpekat klassrum och en starttid
for varje lektion. Verifikatorn gar forst igenom alla krav och kontrollerar att dom &r uppfyllda.
Sedan kollar den att alla lektioner &r schemalagda i ett tillatet klassrum vid en ickenegativ
tidpunkt och att inga lektioner Gverlappar i tid i samma klassrum. Slutligen kollas att alla



lektioner slutar senast timelimit. Detta kan goras i linjar tid i antalet krav och kvadratisk
tid i n. Darmed vet vi att problemet ligger i NP.

For att visa NP-svarighet kan vi reducera SUBSET SUB (delméngdssumma), dér indata &r
en méangd positiva heltal P och ett mél K och fragan &r ifall det finns en delméngd av talen
i P vars summa ar exakt K.

Lat o vara summan av alla tal i P. Anta forst att ¢ < 2K. Idén dr att vi f6r varje tal i
P skapar en lektion som &r sa ldng som talet anger och schemaldgger dessa lektioner i tva
klassrum med timelimit = K sé att dessa blir helt fyllda. For att bada klassrummen ska bli
helt fyllda krévs att vi ldgger till en extra lektion med ldngd 2K — ¢ (om inte o = 2K, {or
da lagger vi inte till ndgon extra lektion alls). Lektionerna har alltsé inga speciella krav.

Om det finns en delméngd av P med summan K s& kan vi schemaldgga motsvarande lektioner
i klassrum 1 och &vriga lektioner i klassrum 2. Det gar bra eftersom aterstaende lektioner
har totala langden o + 2K — 0 — K = K och vi inte har nagra andra krav pa lektionerna.
Ordningen mellan lektionerna spelar alltsé ingen roll.

At andra héllet, om det finns en schemaliggning av lektionerna i tva klassrum s& méaste dom
vara helt fyllda upp till timelimit = K eftersom totala langden av alla lektioner ar o +2K —
o = 2K. Kolla pa ett klassrum déar utfyllnadslektionen med ldngd 2K — o inte schemalagts.
Lektionerna i detta klassrum har tillsammans lingd K, vilket innebér att motsvarande tal i
P har summan K.

Lat oss nu titta pa det andra fallet, dvs att 0 > 2K. Vi skapar en lektion for varje tal samt
en utfyllnadslektion av langd o — 2K. Lat timelimit = o — K.

Om det finns en delméngd av P med summan K s& kan vi schemaldgga motsvarande lektioner
samt utfyllnadslektionen i klassrum 1 och 6vriga lektioner i klassrum 2. Det gar bra eftersom
lektionerna i klassrum 1 har totala lingden K 4+ 0 — 2K = 0 — K och aterstaende lektioner
har totala langden o + 0 — 2K — (6 — K) = 0 — K och vi inte har nigra andra krav pa
lektionerna.

At andra hallet, om det finns en schemaliggning av lektionerna i tva klassrum sa méaste
dom vara helt fyllda upp till timelimit = o — K eftersom totala lingden av alla lektioner &r
oc+0—2K =2(oc — K). Anta att utfyllnadslektionen har schemalagts i klassrum 4. Titta pa
ovriga lektioner som schemalagts i det klassrummet. Dessa lektioner har tillsammans langd
o0 — K — (0 —2K) = K, vilket innebér att motsvarande tal i P har summan K.

SUBSETSUM(P, K) =
o+ 0
L+0
for p € P do
O 0o+Dp
L + LU { new Lektion(p)}
if 0 # 2K then L < LU { new Lektion(|2K — o|)}
if 0 < 2K then timelimit < o
else timelimit <+ o0 — K
return EXISTSSCHEDULE(2, L, timelimit)

Reduktionen gar i polynomisk tid (ndrmare bestamt linjéir tid), sd problemet &ar alltsd NP-
fullstandigt.

. Konstruktion av schema
Problemet &r att hitta det schema som minimerar tidpunkten fér den sista schemalagda
lektionens slut. Lat S vara summan av langderna for alla lektioner i indata.

For att hitta detta optimala virde gbr vi en bindrsdkning med timelimit mellan 1 och S och
anropar ExistsSchedule log S ganger.



Lat opttimelimit vara det optimala virdet.

Nu tar vi reda pa vilken lektion som ska schemaldggas i vilket klassrum. Ta en lektion i taget
och lagg till ett krav pa att lektionen ska schemaldggas i forst klassrum 1, sedan i klassrum
2, osv. Prova varje gang med ett anrop till ExistsSchedule och ga vidare till nésta lektion sa
fort ExistsSchedule svarar ja; behall da det tillagda kravet.

Detta kraver kn anrop av ExistsSchedule.

Nu ska vi hitta ordningen mellan lektionerna som schemaldggs i samma rum. Ga igenom
ett klassrum i taget och g& déarefter igenom lektionerna som schemalagts dar. Lagg till ett
krav pé lektionen att den ska schemalédggas efter en annan lektion. Prova varje gang med
ett anrop till ExistsSchedule och ga vidare till nésta lektion sa fort ExistsSchedule svarar ja;
behall da det tillagda kravet. Efter O(n?) anrop vet vi exakt vilken ordning lektionerna ska
schemaléggas i.

Da aterstar bara att hitta starttidpunkterna for varje lektion. Det gar att gora genom att
vi forsoker ldgga in extra lektioner som fyller ut alla mellanrum mellan dom ursprungliga
lektionerna. Prova att ldgga in en lektion av langd 1 fore den forsta lektionen i klassrum 1
(genom att lagga till ett krav). Om ExistsSchedule séiger att det gar bra, dubblar vi langden
och testar igen, osv tills det inte gar langre. D& bin&rsoker vi mellan sista lingden som
fungerade och den som inte fungerade. Nér vi hittat den storsta mojliga extralektionen som
ryms fore lektion 1, sig att den har 1dngd b, sa vet vi att starttiden for lektion 1 &r b. Ga sedan
pa samma sétt vidare med lektion 2. Efter 2n log opttimelimit anrop av ExistsSchedule har
vi hittat starttiderna for alla lektioner.

For att konstruera l6sningen gors alltsa hogst O(log S + kn +n? + nlog S) anrop. Tidskom-
plexiteten blir diirfér begrinsad av O(log S + kn + n? + nlog S)B(2n, S)).

Korrektheten for algoritmen inses pa foljande sétt. Bindrsokningen efter optimala virdet
ar en standardalgoritm som bevisas med en invariant som séger att det stkta vérdet finns
mellan dom aktuella granserna i bindrsokningen.

Efter binédrsokningen vet vi att det finns en 16sning med véardet opttimelimit men ingen
16sning med vardet opttimelimit — 1. Under resten av algoritmen utdkar vi instansen med
fler och fler krav pa ett sént sétt att det alltid finns en 16sning med vérdet opttimelimit som
uppfyller kraven.

Resonemanget i samband med algoritmbeskrivningen ovan visar att kraven hardnar alltef-
tersom tills det bara finns en enda méjlig 16sning som kan uppfylla kraven, och det &r var
sokta schemalédggning.



