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DEL A
1. En partikel ror sig sa att positionen efter starten ges av

(z,y,z) = (tcost,tsint,t)

dér enheten pa axlarna dr meter och dér ¢ dr tiden mitt i sekunder.

(a) Vilken hastighet har partikeln efter 1 sekund? (1p)

(b) Vilken fart har partikeln efter 1 sekund? ap

(c) Hur lang &r den kurva partikeln har foljt under den forsta sekunden? 2p)
Losningsforslag.

(a) Hastigheten ar tidsderivatan av positionen, dvs
(@'(t),y'(t),2'(t)) = (cost — tsint,sint + tcost,1) m/s
och vid tidpunkten ¢ = 1 far vi
('(1),9/(1),2'(1)) = (cos1 —sin1,sin1 +cos1,1) m/s
(b) Farten #r ldngden pa hastighetsvektorn, dvs farten efter 1 s dr
|(2'(1),4/(1),2'(1))] = |(cos1 —sin1,sin 1 + cos 1,1)]
= y/(cos1 —sin1)2 + (sinl1+cos1)2 + 1
=3 m/s

(c) Liangden av den kurva som partikeln har foljt ges av

/0 |(2'(t),y'(t), 2/ (t))| dt = /0 V/(cost —tsint)? + (sint + tcost)? 4 1dt

_/1\/2+t2dt—\/7§+ln(1—|—\/§)—ln\/§

Svar.
(a) (cosl —sinl,sinl+ cos1,1) m/s
(b) V3 m/s
© 2 +In(1++3) —Inv2m,
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2. Undersok om filtet F(z,y) = (sinx siny, — cos z cos y) &r konservativt och berdkna se-
dan integralen

/ sin z siny dr — cos x cos y dy
c
lings kurvan C' som ges av y = z* frén (0,0) till (1,1). 4p)

Losningsforslag. Vi undersoker om filtet 4r konservativt genom att se om det gar att hitta
en potentialfunktion ¢. Kraven som ¢ maste uppfylla &r att

ol0) 0}0)

—— =i i och —
P Sin z sin y dy

Vi ser att om vi tar

= — COST COSY.

o(z,y) = —coszsiny
sa ar bada villkoren uppfyllda i hela planet. Det finns alltsa en potentialfunktion och filtet
ar ddrmed konservativt. Vi berdknar kurvintegralen med hjélp av den potentialfunktion vi
har hittat:

/ sinzsiny dr — cosxcosydy = ¢(1,1) — ¢(0,0)
c

= —coslsinl — (—cos0sin0)

=coslsinl.

Svar. Filtet dr konservativt och kurvintegrals virde dr — cos 1 sin 1.



SF1626 Flervariabelanalys Losningsforslag till tentamen 2017-01-10

3. Betrakta funktionen f(z,y) = 223 — 6zy> + y*.
(a) Visaatt (0,0), (3, —3) och (3, 3) &r de enda kritiska punkterna. (1p)
(b) Bestdm Taylorutvecklingen till andra ordningen kring den kritiska punkten (3, —3)
och anvind detta for att avgdra om den utgor ett lokalt minimum, ett lokalt maximum

eller om den &r en sadelpunkt. 2p)

(c) Forklara varfor det inte gar att anvdnda Taylorutvecklingen av andra ordningen kring

origo for att avgdra om origo dr en lokal extrempunkt eller en sadelpunkt. 1p)
Losningsforslag.

(a) Funktionen f ar ett polynom och alltsa deriverbar hur manga ganger som helst i hela
planet. Vi har att

0
of _ 62% — 6y* och = —12zy + 4y°.
ox oy

Kritiska punkter &r 16sningar till 0 f /Ox = 0 fOy = 0. Den forsta ekvationen, 0 f /0z =
0 ger att y = 42 vilket insatt i den andra ger att 122% = 42 med ldsningar x = 0
och x = 3. Da y = +x ger detta att de enda kritiska punkterna ir (0,0), (3,3) och

of

(37 _3>
(b) For att bestimma de sokta Taylorpolynomen behdver vi andraderivatorna till f. Vi
har
0 f 0 f 0 f
— =12 =12y, —5 =—12z+ 12y%
Ox? “ Oxdy 4 Oy? T+l

Vi anvinder detta tillsammans med informationen fran del (a) och far forst Taylorpo-
lynomet av grad 2 kring punkten (3, —3) till
p3_s(w,y) = =27+ % (36(z —3)* +2-36(z — 3)(y + 3) + 72(y + 3)%)
vilket vi med x = 3 + h och y = —3 + k kan skriva
p3_3(3+h, =3+ k)= —-27+ % (36h* + 2 - 36hk + T2k?)
Vi kvadratkompletterar den kvadratiska formen och far att
% (36h% +2 - 36hk + 72k%) = 18((h + k)* + k?)

som &r positivt definit. Vi drar slutsatsen att den kritiska punkten (3, —3) &r ett lokalt
minimum.

(c) Taylorpolynomet av grad 2 kring origo &r bara py, = 0. Den kvadratiska formen &r
hir semidefinit och ger ingen information i och med att alla andraderivator ar noll i
origo.

Svar.
(a) Se losningen ovan.
(b) Punkten ir ett lokalt minima.
(¢) Taylorpolynomet &r noll sa den kvadratiska formen dr semidefinit.

3
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DEL B

4. Lat D vara omradet i planet som beskrivs av olikheterna
>+ 9> <1 och z <yl
Bestdm masscentrum av omradet D. 4p)

Losningsforslag. I poldra koordinater beskrivs D av

T T
<< = <r<l.
g SV0s7 Osrs

Av symmetriskél dr masscentrums y-koordinat lika med noll. Omradet D ir tre fjardedelar
av enhetscirkelskivan, sa dess area ir %. Masscentrums z-koordinat ar

dA /4 1
M:i/ / r?cos@dr | db
ffD dA 3m w/4 0
4 /4 1
:3—' / cos 0do (/ r2dr>
@ n/4 0
= i sin 7_7r — sin il 1
37 4 4) 3
B 4 ( 1 1 ) 1
~ 3rm V2 V2) 3

92
Masscentrum for D ir alltsd punkten (—9/97+/2, 0).

Svar. Masscentrum for D #r punkten (—8/97+/2,0).
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5. De hyperboliska koordinaterna i planet dr definierade genom

(u,0) = ¢(a,y) = (m \/g \/@) for z, y > 0.

(a) Beridkna Jacobimatrisen till ¢. 2p)
(b) Anvind linjdr approximation for att hitta det ungefirliga vérdet av ¢(1,01, 0,99).
2p)
Losningsforslag.

(a) Jacobimatrisen ges av

Ou  Ou 1 _1
wen) = (5 )= (% 2
8z By 2yzy  2\/zy
(b) Viharatt ¢(1,1) = (0,1). Vidare giller att i punkten (1, 1) blir Jacobimatrisen till ¢:
1
sy = (3 )
2 2
sa den linjdra approximationen kring punkten (1, 1) blir
LAN 0 n % —% r—1 ‘
Speciellt far vi om vi i den linjdra approximationen viljer x = 1,01 och y = 0,99 att
»(1,01, 0,99) ~ (0,01, 1,00)

Svar.
(a) Se losningen.
(b) ¢(1,01, 0,99) =~ (0,01, 1,00)
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6. I en del av ett visst fiskevatten visar det sig att fiskarna alltid simmar enligt ett bestdmt
flode, som kan beskrivas av vektorfiltet

F(x,y,z) = (1, —2zy,2xz) [kilogram fisk per minut och areaenhet],

dér x och y dr geografiska koordinater och z < 0 djupet.
(a) Ange de ekvationer med vilka flodeslinjerna till filtet kan bestammas. 1p)
(b) Ett plant kvadratiskt nét kan antingen séttas upp mellan punkterna

A: (0,0,0), (0,1,0), (0,1,-1), (0,0,—1),

eller
B: (0,1,0), (1,1,0), (1,1,=1), (0,1, —1).
Vilket alternativ bor viljas for maximal fangst och hur mycket fisk fangas da i nitet

om det far hinga uppe i 5 timmar? 3p)
Losningsforslag.
(a) Flodeslinjerna bestamms fran ekvationerna
d d
dy = — % = 22|
2zy  2xz

(b) En fisk fastnar i ett av nidten oavsett fran vilket hall den simmar in i nétet. For att
berdkna den totalal mingd fisk som fastnar i ett nét per tidsenhet skall vi darfor inte

beridkna F':s (netto)flode genom nitet, dvs det dr inte F - N utan istillet ‘F . N‘ vi ska
integrera over nétet. Hér dr N som vanligt ett enhetsnormalfilt till ytan (nétet). (Under

16sningnens gang kommer vi dock att se att F - N inte viixlar tecken pa ndgot av niiten,
vilket gor att vi kan fa rétt resultat dven om vi utelamnar absolutbeloppstecknet.)

Nitet A ligger i planet = Omed 0 < y < 1 och —1 < z < 0. Det konstanta
vektorfiltet Ny = (1,0,0) utgor ett enhetsnormalfilt pa A. Lat ¥4 vara den mingd
fisk som fastnar i nédt A per minut. Da giller att

\IJA://A‘FN) dS://A|(1,—2xy,2xz)-(1,O,O)|dS:/OI/Olldzdyzl

Nitet B ligger i planet y = 1med 0 < x < 1 och —1 < z < 0. Det konstanta

vektorfiltet N = (0,1,0) utgor ett enhetsnormalfilt pa B. Lat U vara den mangd
fisk som fastnar i nit B per minut. Da giller att

1 0
\IJB:// ’FN‘ dS://|(17_2xy’2x2)'(0’1’0)|dSZ/ / 22y |y=1 dzdz
g A 0 J-1
1 0 1
:/ / 2xdzd:c:/ 2z dr = 2%|) = 1.
0o J-1 0

Alternativen ar alltsa likvirdiga, bagge ger en fangst om 1 kg fisk per minut, det vill
sdga 300 kg fisk pa fem timmar.
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Svar. (a) dz = _dy _ d=

%0y — a2 (b) Alternativen ger lika stor fangst, under fem timmar fangas
300 kg fisk.
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DEL C

7. Lat funktionen f vara given av
fley,z) =o+y+2
med definitionsmingd
D(f) ={(z,y,2) € R’ :ay = Lochz® + y* + z* = 4} .

Bestidm det storsta och minsta virde som f antar pa sin definitionsméingd D( f). “4p)
Losningsforslag. Definitionsméngden D( f) bestér av slutna kurvor som ligger i sfiren med

radie 2 runt origo. Det dr alltsd en sluten och begrinsad méingd. Eftersom funktionen f

dessutom dr kontinuerlig sa vet vi att den antar storsta och minsta virden. Vi anvéinder

Lagranges metod for att finna dessa.
Funktionen f(z,y, z) = x 4+ y + z har en definitionsméngd som beskrivs av tva villkor

g(z,y,2) =zy =1
och
h(z,y,2) = 2> + > + 22 = 4.
Storsta och minsta virden finns i punkter dér grad f dr en linjirkombination av grad g och
grad h, alltsa punkter dir

grad f = Agrad g + pgrad h
for nagra tal A och p. Detta ger
(1,1,1) = My, ,0) + u(2x,2y, 2z),

eller
1=y +2ux
1 =Xz +2uy
1=2uz

som ska vara uppfyllt samtidigt som
xy =1 och Pyl =4
Den forsta ekvationen minus den andra ger
0=y +2ux — Ax —2uy = 2pu(z —y) — Mz —y) = (20— A)(z —y),

sa antingen dr 2y = A eller z = y. Om 2p = A ser vi forst att dessa tal inte kan vara noll.
Alltsa ger den forsta och den tredje ekvationen att

Mz +y) = y+2ur=1=2uz= Az
och
Z=x+Y.
Om vi adderar bivillkoret h = 4 och tva ganger bivillkoret g = 1 far vi

42yt + =442
8



SF1626 Flervariabelanalys Losningsforslag till tentamen 2017-01-10

eller
(z+y)+ (@ +y) =6
vilket ger
rt+y= +/3.
Detta tillsammans med xy = 1 ger

2 2
3 3 3 1
Oszi\/gx+1:<xi£> ——+1:<xi£> +Z_L’

2 4 2

vilket dr omojligt. Det finns alltsa inga 16sningar om 2u = A. Ifall # = y har vi fran

ry = 1 att
r=1y==xl
Detta insatt i 22 + y? + 2% = 4 ger 2 + 22 = 4 eller
= +V2.
Vi har alltsa hittat fyra punkter dér storsta och minsta virde kan antas. Funktionens virde
i dessa punkter &r
FL,1,V2) =24+ V2
f(1,1,—V2) =2 -2
f(—1 1, V2) = —2+2
F(-1,-1,-V2) = —2 - V2

och vi ser att storsta och minsta varden ar

F,1,V2)=2++v2  och  f(=1,—-1,—V2)=-2— V2.

Svar. Det storsta viirdet édr 2 + /2 och det minsta virdet dr —2 — /2.
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8. Greens formel dr ett viktigt verktyg for berdkning av kurvintegraler.

(a) Formulera Greens formel. Glom inte att ange alla forutsittningar. 1p)
(b) Bevisa Greens formel for det fall da kurvan &r den positivt orienterade randkurvan till
enhetskvadraten, dvs till det omrade som gesav (0 < x < loch(0 <y < 1. QGp)

Losningsforslag. A.
(a) Lat E vara ett reguljart slutet omrade i xy-planet vars rand - bestar av en eller flera
styckvis sldta enkla slutna kurvor som ar positivt orienterade med avseende pa £. Om
F = (P(z,y),Q(z,y)) &r ett glatt vektorfilt pa F sa giller att

LPM+Q@=[@G§—%3dMy

(b) Kalla enhetskvadraten for £ och dess positivt orienterade randkurva for . Vi har

JL o [ ([ )

- | FPawta

iﬁp@mm+fp@mm

:/de
.

eftersom +y &r positivt orienterad och bidraget fran de lodrita delarna &r noll. Pa sam-

ma sitt far man att
// —dxdy— /Qdy
¥

Sammantaget har vi da bevisat satsen for detta fall.

10



SF1626 Flervariabelanalys Losningsforslag till tentamen 2017-01-10

9. Om tva punkter (xy, ;) och (z2,ys) viljs slumpvis med likformig férdelning inuti en-
hetscirkeln kan vi berdkna den genomsnittliga arean av triangeln som bildas av de tva
punkterna tillsammans med origo som

/ / / / w ]sm 61 — 92)| 7“17”2d7“1d7“2d61d92.

Beriikna denna genomsnittlga area. (4 p)

Losningsforslag.

27 2 179
/ / / I |sm ‘91 — 62)| r1r2dr1dr2d91d02

27 2w 1 1
([ ) ([ 400) ([ )
2m o Jo 0 o

For att hantera beloppstecknet kan vi byta variabler sa att s = 6; — 65 och t = 5. Vi far
Jocobianen 1 och darmed dsdt = df;dbs.

27 21 2T 2m—t
/ / sin(0y — 03] doydfy — / / isin(s)| dsdt = [sin(s) har period 21]
0 0 0 —t

2m 2m g 2
= / / |sin(s)| dsdt = 27r/ sin(s) ds + 27?/ —sin(s) ds
o Jo 0 w

= 27 [~ cos(s)]7 + 2 [cos(s)]>"
=21(—(-1) = (-1)+1—(-1)) = 8.

De bada andra faktorerna ir lika och ges av

1 371
1
/ r?dr = [T—] = —.
0 31, 3

Sammantaget far vi den genomsnittliga aren till
////Wﬂ (61 — 05)] Tiradridradfydf L g 1)*_ 4
—— |sin(6; — rirodridr =— 81 |-) =—.
17 )] mT2drdraatidby = o 3 o

Svar. Den genomsnittliga arean ges av 4/(97) areaenheter.
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