KTH, Matematik

Tentamen, SF1629, Differentialekvationer och Transformer II (del 2)
10 januari 2017 kl. 14:00-19:00

Tentamen bestar av atta uppgifter dér vardera uppgift ger maximalt fyra poing.

Preliminira betygsgranser: A-28 poing, B-24, C-21, D-17, E-14, Fx-13.

Det finns mojlighet att komplettera betyget Fx inom 4 veckor. Kontakta i sa fall Maria Saprykina
(masha@kth.se).

1. Bestdm konstanterna a, b sa att integralen

blir sa liten som mojligt.

Losning: Betrakta rummet L?([—1, 1]) med inre produkt (f, g) f f(x)g(x)dz. Integralen
ovan kan interpreteras som avstand mellan vektorn f := e~* och delrummet W av L*([-1,1])
som spénns av polynomen Fy = 1 och P, = z. Detta avstand dr som minst om (aPy + bP;) dr
den ortogonala projektionen av f pa delrummet V.

Observera att polynomen Fy = 1 och P, = x &r ortogonala: f_ll Po(x)mdas = 0. Den
ortogonala projektionen i fraga ges dérfor av formeln:

(Po, [ (P1, f)

ey
[P0l [Tl

Py + P.

Vi beridknar:

[Pl = (o, Po) = /

1 1

de =2, |RP = (P.P) = / Pda = 2/3,

1 1

1

(P, f) = /_1 e fdr=e—et, (P, f) :/_ re Tdr = —2e !

1 1

Inséttning av vérden i (1) ger att ortogonala projektionen av f pa delrummet som spianns av I
och P ar

(e—e1)/2—3e'a.

Svar: integralen i friga dr som minstdd a = (e —e™!)/2 och b = —3e~ 1.

2. Antag att ag = 2, a; = 7,och forn =0,1,2,... giller:
Qpyo — Tapiq + 10a, = 0.

Bestdm formeln for a,,, n =0,1,2,....



2

Lisning: Lat a = (a,)5%,, och lat A(z) = Z[a] beteckna dess Z-transform. Foljden (a,11)22,

n=0°
Z-transformeras till zA(2) — agz, och (a,42)2, Z-transformeras till 22 A(2) — ag2z® — a;2. Z-

transformen av ekvationen (samt insittning av virden ay = 2, a; = 7) ger:

222 -7z (22—171)z
22—=T24+10 (2—=5)(z—2)
(ekvivalensen giller for z # 2, z # 5). Partialbraksuppdelning ger:

Az) =

A2) (2 =Tz +10) =222 — Tz & A(z) =

z i z
2—2 z2-5
Vi transformerar resultatet tillbaka: a,, = 2" + 5", n =0,1,2,....

3. a) Bevisa fran definition att derivatan av Heavisides funktion (i distributionsmening) ar lika
med Diracs delta-funktion: H'(z) = §(x).

b). Lat f(z) = |2 — 22|. Bestdm f'(x) och f”(z) i distributionsmening. Forenkla ditt svar s&

langt som mojligt.

Losning: a).—se Example 8.21 i boken.
b). Vi skriver om funktionen:

flo)=12=2% = (2 —a*)(H(z +V2) = H(z = V2)) + (2" = 2)H(z — V2)
+ (22 =2) 1 —H(z+V2)) = (2* —2)(2H(x — V2)) — 2H (x + V2) + 1).

For varje multiplikator funktion £ och distribution g av klass &’ giller formeln ({g) = &'g+&¢'.
Dirfor har vi:

f(x) = 20(2H (x — V2)) = 2H (x + V2) + 1) + (27 — 2)(26(x — V2)) — 26(z + V/2))
= 2¢(2H (z — V2)) — 2H(z + V2) + 1).
Pa sista steget har vi anvént relationen
¢(x)d(z — a) = ¢(a)é(z — a)

som giller for varje multiplikator funktion ¢. I vért fall ¢(z) = 22 — 2, som #r en multiplikator
funktion.
P4 samma siitt,

f(x) = 22H (v — V2)) — 2H(z + V2) + 1) + 22(26(z — V2)) — 26(z + V/2))
= 202H(z — V/2)) — 2H (z + V2) + 1) + 420 (z — v/2)) + 4V26(z + V/2)).

o 1
———dl
| o=

4. Berikna integralen

med hjélp av Plancherels formel.
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Lésning: Lat —L~. Vi beriknar (direkt eller BETA F41b.) att f (w) = me~¥l, Plancherels formel

sdger att

(1+t2)

/oo| t)|2dt = —/ |dw——/ (me 2w = /2.

5. Los problemet
Upe = U, O<ax <, t>0
Uz (0,t) = ux(m,t) =0, t>0,
u(z,0) =1+cos3dz, 0<z<m.

Lisning: Vi soker 16sningar pa formen w(z,t) = X (z)T'(t). Insdttning i ekvationen samt sepa-
ration av variabler ger systemet:

{X”( )+ AX (z) =
T'(t) = —AT(1),

och randvillkoren skrivs om som X'(0) = X'(7) = 0.

Lat oss studera den forsta ekvationen forst.

For A < 0 har den bara triviala 16sningar.

For A = 0 har vi den allménna 16sningen X (z) = ax + b (ddr a,b € R). Randvillkoren ger:
a = 0. Alltsa 16sningen 7'(t) = b uppfyller dessutom randvillkoren for varje b € R.

Lat A > 0. Beteckna n := /). Den allminna l6sningen dr X (z) = Acosnz + Bsinnz.
Villkoret X’(0) = 0 ger B = 0, alltsa X (z) = A cosnz. Villkoret X’'(7) = 0 medfor att vi far
icke-triviala 16sningar pa formen X () = Acosnz forallan =1,2,....

For samma viirden av A = n? har den andra ekvationen 16sningar T'(t) = ce”™!, ¢ € R, och
dérfor dr funktioner

Up(z,t) = et cosnr, n=12,...,

l6sningar till randvirdesproblemet.
Linjdra kombinationer av 16sningarna ovan, dvs funktioner pa formen

u(z,t) = ag + Zane_”% cosnr, N €N

ar ocksa 16sningar till randvardesproblemet enligt superpositionsprincipen.
For att 16sa begynnelseviardesproblemet, soker vi koefficienter a,, sadana att

u(x,0) = Zan cosnz = 1+ cos 3z.
n=0

Detta ger ag = 1, ag = 1, och a,, = 0 fér n # 0, 3. Losningen till begynnelsevirdesproblemet dr
alltsa

u(z,t) =1+ e " cos 3.
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6. Visa att K,(t) = %ne*”m, n =1,2,..., definierar en positiv summationskédrna. Berdkna
n o0
lim — e " cos(1 — t)dt.
n—oo 2 e
Losning: Vi siger att foljden av funktioner K,,(t), n = 1,2, ..., definierar en positiv summa-
tionskérna (i vart fall, pA R) om forn = 1,2, ... giller:

L [7 K, (t)dt =1;
2. K,(t) > 0forallat € R;
3. limy, oo f\tl>5 K, (t)dt = 0 for alla ¢ > 0.
Verifierar 1.: £ [ ne™ldt = [ ne ™ dt = 1.
Villkor 2. dr uppenbar; Verifierar 3).: for varje 0 > 0 géller
lim K, (t)dt = lim ne "dt = lim ™™ = 0.

Vi vet att om K, dr en positiv summationskirna pa R, och funktionen f dr kontinuerlig i sq,

sa
o0

n—oo J_ o

Eftersom f(t) = cost édr kontinuerlig pa R, och integralen i fraga har formen ovan med K, (t) =

%ne*”m, s

lim —/ e " cos(1 — t)dt = cos 1.

7. Betrakta problemet

u"(x) + Au(z) =0, 0<uz<m,

u(0) = u(m) + u'(7) = 0.
Finn ett fullstindigt ortogonalt system av 16sningar till detta problem i rummet L?([0, 7]) med
avseende pa standard inre-produkten i detta rum.

Losning: Betrakta ekvationen u”(x) + Au(z) = 0. Karakteristiska ekvationen &r r? = —\.

1). Lat A\ = 0. Da &r den allménna 16sningen u(z) = ax + b, a,b € R. Randvillkorna ger
a=b=0.

2). Lat A > 0, och beteckna  := v/ > 0. D4 ir den allminna 1sningen u(z) = a cos pux +
bsin px, a,b € R.

Randvillkorna ger: 0 = u(0) = a, sa att u(x) = bsin pz. Vidare, om vi antar att b # 0, sa

0 = u(m) + o' (7) = bsin ur + by cos um < tan um = —p.

Den sista ekvationen har odndligt méanga positiva I6sningar y,,, n = 1,2, ... (for att se det, skissa
grafer y = tan um och y = 1 i planet med koordinater (1, y)). For dessa i, dr funktionerna

up(z) =sinp,z, n=12,...

16sningar till randvérdesproblemet ovan.
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3). Lat A < 0, och beteckna 1 := /=X > 0. D4 #r den allminna 16sningen u(z) = ae’® +
be~#*. Randvillkorna ger: 0 = u(0) = a + b, alltsd b = —a, och u(z) = a(e’® — e #*); vidare,
fora # 0

et — eTHT

O — / — UTT T 7% —um o= - - =
u(m) +u'(m) = ale e M 4 pet™ 4+ pe ') S op pTp—

Denna ekvation har inga nollskilda rotter (eftersom for o > 0 har vi e#™ —e™#™ > 0, och hogerled
i ekvationen ovan &r negativ; likartat for u < 0).

Randvirdesproblemet i fraga dr av Sturm-Liouville typ. Enligt Sturm-Liouvilles sats, utgor
systemet (u,,)>, ett fullstindigt ortogonalt system i L*([0, 7]).

8. a). For en funktion f € L*(T), 14t ¢, (f) beteckna f:s (komplexa) Fourierkoefficienter. Antag
att f € C*(T) (dvs f dr 2m-periodisk och tva gdnger kontinuerligt deriverbar).

Uttryck ¢, (f) och ¢, (f”) genom n och ¢, (f) (motivera noga!).

Visa att det finns en konstant M/ > 0 sadan att

M
len(f)] < e for alla n # 0.

b). Anvind Fourierseriemetoden for att bestimma alla 27-periodiska, 4 ganger kontinuerligt

deriverbara 16sningar till ekvationen

y'(t)+4y(t+7) =0, teR.

Losning: a).—se sid. 84-85 1 boken.
b).Laty > c,e™ vara Fourierserien for y. Enligt a), har y” Fourierserien > - (—n?c,)e™.

Eftersom vi soker y € C* (dvs 4 ganger kontinuerligt deriverbar), si 4” € C?, och enligt a),
konvergerar bdda Fourierserierna ovan till motsvarande funktioner (alltsd, y(t) = > °7 _c¢,e™
ochy”(t) =37 (—n?c,)e™ forallat € R).

n=—oo

Vi skriver om ekvationen mha serierna:

n=—oo

[e.9]

Z (_n2cn)6int +4 i Cnem(t—i-fr) =0,

n=—oo n=—oo

och jamfor koefficienter vid samma exponent: n’c,, = 4c,e”". Denna ekvation ir uppfylld for
varje komplext tal ¢, om n = 2 eller n = —2, och bara for ¢,, = 0 om n # +2.

Svaret ér alltsd y(t) = ae*® + be 2" dir a och b dr godtyckliga komplexa konstanter. Med
hjdlp av Eulers formel, kan man skriva om detta till y(f) = ccos2t + dsin2t dir ¢ och d ér
godtyckliga komplexa konstanter.



