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1. (a) For vilka virden pa k har ekvationssystemet (med avseende pa x, y och 2)
kx+ky+z = 3
2+ ky+2z = 2
dr+3y+3z = 8

en entydig 16sning, ingen 16sning, odndligt manga 16sningar? 4p)
(b) Los ekvationssystemet for £ = 1. 2p
Losningsforslag.
kEk 1|3 T E—2 0 0]1
2 k1|2 | Hmthoi), 2 k1|2
4 3 3|8 4 3 3|8

Om k£ = 2 da far vi ur forsta raden att 0 = 1 vilket 4r motsédgelse. Om k # 2 sa ger R; att
x =1/(k — 2). Vikan alltsd dela Ry med k — 2 och fa

100 ﬁ Ror>(R2—2R1) Rs—(Rs—AR L 00 ﬁ
2 k 1| 2 2 (Fam2i) R (o= dfty), 0 k 1|25
8k—20
4 3 3| 8 0 3 3|5=>5
Om k = 1 sa ser man att 23 = 35, och eftersom vi far
1 0 0]-1 . 1 0 0f-1
01 1|4 Bon(Rs =30 g 1 1] 4
0 3 3|12 00 0[O0

Emellertid &r detta skdrningen mellan tva plan som ger en linje som 16sning. Dvs odndlig manga
16sningar. Vi far alltsa att

r=—1, y+z=4
som ger (z,y,2) = (—1,y,4 — y). Viljer vi y = ¢ som parameter far vi (z,y,2) = (—1,0,4) +
t(0,1,—1).
Om k # 1, 2 sa kan reducera matrisen ovan

1 00| ’ 10 0 |35

0 k 1| 26 A LN B kf
k—2

8k—20

0 3 3|8=20 03 3 |5=

vilket, efter att ha delat rad 2 med (k — 1) samt reducerat rad 3, ger en enda 19sning.
Svar: a) Om k£ # 1,2 har vi en enda 16sning. For £ = 2 har vi inga 16sningar. For £ = 1 har vi
odndligt manga 16sningar.
Svar: b) Da k = 1 har vi en linje som 16sning (z,y, z) = (—1,0,4) +¢(0,1,—1).
1

2. P ir det plan i R? som innehaller punkten (1,0,0) och linjent |1, ¢iR.
1

(a) Bestdm en normalvektor och en ekvation till P. G p



(b) Bestdm ortogonalprojektionen av punkten (2,4, 2) pa linjen som gar genom origo och
punkten (0,1, —1). 3p)
Losningsforslag.

(a) Eftersom linjen (x,y, 2)T = #(1,1,1)7 ligger i planet P, ligger speciellt origo (0,0, 0) i
P. Vektorn @ = (1,0, 0)7 frén origo till punkten (1,0, 0) i P ir ddrmed parallell med P,
liksom riktningsvektorn @ = (1,1, 1) for den givna linjen. Det foljer att

1 1 0
n=vxw=[0]x|1]=/|-1
0 1 1

ar en normalvektor till P. Ekvationen for P blir dd, om vi anvinder att origo ligger i P,
i (xr—0,y—0,2—07 =0 < y—2=0.

(b) Punkten (2,4, 2) ska projiceras (ortogonalt) pa linjen L, ddr L #r den linje som gar ige-
nom origo och genom punkten (0, 1, —1). Detta &r ekvivalent med att projicera punktens
ortsvektor 7 = (2,4,2)7 pd linjens riktningvektor @ = (0,1, —1)7, och vi far

U 0+4-2

PRON T gt T et T

Ortsvektorn 7 for punkten (2, 4, 2) projiceras alltsa ortsvektorn for punkten (0,1, —1).
2 -1
-3 2

(a) Bestdm Overgangsmatrisen fran bas W till bas V. 3p)

(b) Lat f: U — U vara en linjér avbildning som uppfyller [f], = B _11] . Bestam [f]y.

3p)

3. LatT = { } vara dvergdngsmatrisen frin basen V till basen W av ett delrum U av R*.

(Med [f]g menas matrisen for avbildningen f med avseende pé basen B.)

Losningsforslag.

(a) Overgéngsmatrisen fran basen W till basen V' ges av inversen till T

o 21
i

v =T flwT = Lg, ;] B —11] [—23 _21]
SR

4. En linjir avbildning L: R® — R? definieras av formeln L(Z) = €3 x & for alla vektorer Z.

(b) Vi har

0
Hir dr e = [0| och med x menas kryssprodukten.
1
(a) Bestim standardmatris till L: R®> — R3. 2p)
(b) L transformerar planet x5 = 0 till sig sjidlv. Beskriv geometrisk hur vektorer 1 detta plan
transformeras. 1p)
(c) Bestdm alla egenvirden och tillhérande egenvektorer till L. GBp

Losningsforslag.



(a) Kryssprodukten beriknas och vi far

Lx)=é;xx=| 2
0
Standardmatrisen ges da av hur L verkar pa standardbasen i rummet
0 -1 0
L(ey)= |1 Le)=10 L(e3) = |0
0 0 0
och didrmed dr dess matris
0 —1 0
1 0 0
0 0 0

(b) Avbildningen skickar alla vektorer till planet x3 = 0, eftersom tredje komponenten i Lz
ar lika med noll. Vektorer i planet x5 = 0 ges av (xy, z2, 0) som avbildas pa (—z3, x1,0)
dvs (1, x2) avbildas pa (—xo, z1) som tydligen dr en rotation och vi kan skriva

B T R sl

som &r en rotation med 90°, dvs 7 /2.

(c)
-2 -1 0
det | 1T =X 0| =XMN+1)=0 ger A =0,
0O 0 =X

sa L har bara ett egenviarde A = 0. Det betyder att motsvarande egenvektorer ges av de
nollskilda vektorerna i ker(L). Matrisen till L har rang 2, som ger att ker(L) har dimension
1. Vi kan konstatera att egenvektorer till L ges av aes dir « dr en nollskild skaldr.

5. L&t Q vara den kvadratiska form pd R?*" som #r definierad genom

Q(1,. .., %) = T1Top + ToTop—1 + *+* + TpTpp1.
(a) Bestdam den symmetriska matrisen som tillhor Q. 2p)
(b) Avgor karaktidren av (): positivt/negativt (semi)definit eller indefinit? 4p)

Losningsforslag.

(a) Symmetriska matrisen ges av:

0 0 0 0 17
000 10
A::Z: Lol
004 -+ 00
020 - 00
00 -+ 0 0

dvs A = (a;;), dér a;; = 1/2 for
(i,7) = (2n,1),(2n —1,2),(2n — 2,3),--- ,(2,2n — 1), (1, 2n)
(b) Man kan enkelt konstatera att
dziz; = [(; + ;)" — (2 — 2;)°]
och att
4Q(2) = [(21 + 220)* = (21 = 220)°] + oo + [(@0 + T031)” — (20 = 011)7)]



Dyvs efter en rotation med ansatsen y; = T1+Ton, ... Yp = Tn+Tpi1, SAM Y11 = T1—Top,
. Yon = Tp — Tyy1, har vi att kvadratiska formen 4r indefinit, da den skrivs som

n 2n
QW) => vl — > v
i=1 i=n+1
6. Lat A varaen n x n-matris. Col(A) betecknar kolonnrummet av A. Visa:
(a) Om Col(A4*) = Col(A*!) for ndgot heltal k& > 1, sa giller Col(A*) = Col(AF) for

alla heltal [ > 1. Gp
(b) Om A’/ = ( for ndgot heltal j > 1 sé dr A" = 0. 3p)
Losningsforslag.

(a) Beteckna Wy = Col(A*) och W, = Col(A**1). Enligt antagande giller 1V, = W) Enligt
definitionen for bildrummet,
Wy = Col(AFh) = {AF1z 7 R"} = {A(A*%), Z e R"}={Ay, ¢ W,
Eftersom W, = W, har vi
(1 {Ay, ye€Wo} =W
Nu bestéimmer vi Col(A*2):

Col(41%) = {A(A"12); T € R'} = {Af; 7€ Wi} | = (AT, 7€ o} 5 W,

Alltsd Col(A*2) = W,y = Col(AF).
P4 samma sitt

Col(AR3) = [A(AM27); 7 € R"} = {A7;, § € Col(A**2)} = {Ag; § € Wy} = Wo.

Om vi forsitter med samma resonemang far vi att
Col(AFH) = W, = Col(A¥), V.S.B

(b) Om A7 = 0 for ndgot heltal j > 1 da dr A7+* = A* AT = ( for varje k = 0,1, 2, ... Lt m
vara minst av alla tal / sidana att A’ = 0. D4 dr A™ = 0 medan A™~! # 0. Dirfor finns det
en vektor ¥ sidan att A% # 0. Vi ska visa att foljande vektorer 7, AT, A%7, ..., A7
ar linjart oberoende. Lat

) o+ CLAT+ -+ e A" 0 =0
Vi multiplicerar ovanstéende relation fran vinster med A™~!. Eftersom A' = 0 for ! > m
far vi cgA™ 10 = 0. Detta och A™~ 1% # 0 medfor ¢y = 0. Ekvationen (2) forenklas till
CLAT + ey A" = 0.

Multiplikationen med A™~2 ger ¢; = 0. Fortsiittning med samma resonemang ger ¢y =
0,...,¢m—1 = 0, som betyder att 0, A0, A0, ..., A"~ &r m stycken linjirt oberoende
vektorer i ett n-dimensionellt vektorrum. Dérfér m < n. Slutligen A" = A™A"™™ =
0-A""™ =0 V.S.B.



