KTH Datavetenskap
och kommunikation

DT1130 Spektrala transformer
Tentamen 170112

Tentamen bestar av fem uppgifter dar varje uppgift maximalt ger 4 p. Normalt géller foljande
betygsgrinser: E: 9 p, D: 11.5 p, C: 14 p, B: 16 p, A: 18 p
Tillatna hjalpmedel: raknare, formelblad (bifogat)

Lycka till!

1
Signalen

a:(t) — e]'271'100015
samplas med samplingsfrekvensen fs, vilket resulterar i en ny signal x(n).

a Vad ér lagsta mojliga virde pa fs om man vill undvika vikning? (1 p).
b Vilka vérden pa fs resulterar i att x(n) = 1 for alla virden pa n? (1 p).

¢ Nedan visas fyra rader av fasdiagram i det komplexa talplanet. Varje rad beskriver de fyra
forsta samplen av z(n).

Med vilket fs har man samplat signalen i vart och ett av de fallen (dvs ett svar per rad
onskas)? (2 p).
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Figur 1. Vilken av signalerna till hdger ska skickas till vilket filter till vénster for att utsignalen ska
bli en impuls?

2

I figur [1| ser du ett antal olika impulssvar. For varje impulssvar till vinster finns en uppséttning
filterkoefficienter A och B till hoger (hér givna i Matlab-notation) beskriver motsvarande filter.
Dessa ska paras ihop, med tydlig motivering! Observera att det blir ett impulssvar 6ver.

(1p/ korrekt motiverat par)

3
Studera filtret
y(n) =z(n) — 0.81y(n — 2)

a Ta fram ett uttryck for beloppet av filtrets frekvenssvar, dvs |H (w)| och forenkla s& langt
det ar mojligt! (2 p)

b Vid vilken vinkelfrekvens w kommer filtret ha sin hogsta resp. lagsta forstarkning? (1 p)

2(8)
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¢ Vilken typ av karakteristik har ﬁltret?ﬂ( 1p)

4

Ett lagpassfilter H kan anvéndas for att skapa en hogpassfiltrerad bild genom att ta skillnaden
mellan den ursprungliga bilden I och den lagpassfiltrerade.

a Detta kommer bara ge korrekt resultat om elementen i H summerar till noll. Varfor? (1 p)
b Operationen kan skrivas matmatiskt som

I-IxH

dér * betecknar faltning (med bibehéllen matrisstorlek dvs resultatet av I x H far samma
dimension som ). Detta gar i sin tur att skriva om till

I« (J—H)

Antag att H och J ar 3 x 3-matriser. Vad representerar matrisen J och vad innehaller den?

(2p)

c Antag nu att lagpassfiltret ges av

1 1 1 1
H:§ 1 1 1
1 1 1

Ange da&, med utgangspunkt i ovanstaende, samt med hjilp av resonemanget i b, en 3 x 3-
matris som fungerar som ett hogpassfilter. (1 p)

5

Ett 2:a ordingens aterkopplat filter ges av y(n) = z(n) — ay(n — 2). Detta filter kommer ha ett
impulssvar som bestar av en sinusformad svingning vars amplitud gradvis klingar av. Bestdm a
s& att amplituden nar 10% av sitt toppvérde efter 10 sampel. (4 p)

Lex. vis ldgpass, hdgpass, bandpass eller bandspdrr
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Losningar

Qf(t) — 6]'271'100016

beskriver en phasor med frekvensen f = 1000.

a
Sampling utan vikning kréver att f; > 2f alltsa
fs > 2000

b

Sampling med f; = T%: substituera

n

t=—
[s
ger
2mfn
q;(n) = el is
x(n) = 1 intréffar da z(n) = e/2™F dir k &r ett heltal.
Exponenterna i dessa tva uttryck maste vara lika:

2w fn f /

=21k > - =k — fs ==

[s [s k

c-1
Figuren ger att w = § rad/sampel

i2mfn 7 2rfn 1 2f

z(n) = eli™ = & s —j-n=7 — - = — — fs = 8f = 8000
( ) 4 fs 4 fs S
c-2
Samma resonemang som ovan men w = %TW
3 2f 8f
— = = fs = - ~ 2666
4 f, fs 3
c-3
Samma resonemang som ovan men w = 37”
3 2f 4f
- = — fs = — =~ 1333
2 f fs 3
c-4
Samma resonemang som ovan men w = m
2
1= f—>fs:2f:2000
Is
4 (8)
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Elementen i vektorerna A resp B motsvarar koefficienterna for z-termerna i éverforingsfunktio-
nens ndmnare (A) resp téljare (B) enligt

B(1)

H(z) = A1)+ A2)z T+ A(3)z2

Berékna poler och nollstéllen f6r de fyra éverforingsfunktionerna:

H(z) _ 1 _ 22
14081272 224081

Polerna fas genom att sdtta ndmnaren till noll:
224081 =0-—2z==+50.9

Detta filter polvinkel § och radie 0.9 och saledes ett impulssvar med perioden 4 sampel och
langsam avklingning. Mojliga implussvar &r 1 och 3.

b

2

(2) 22 +0.64 —F J08
Polvinkel 5 och radie 0.8 och séledes lite snabbare avklingning &n a. Dérfér méste b héra

ihop med 1 (och a med 3).

c
2
z
H(z) = = 0.45 +1/0.452 — 0.81 = 0.45 4 j0.7794
(2) 22_0.92+0‘81—>z 0.45 0.45% — 0.8 0.45 £ 70.779
Polvinkel = %, radie = .9. Periodtiden dr 6 sampel vilket stdmmer med 2 och 5.
d
52

H(z) = z = 0.4 4 50.6928

%
22 —0.812 4+ 0.64

Polvinkel = %, radie = .8 - lite snabbare avklingning &n c. Darfér méste d och 2 hora ihop,
samt ¢ och 5.

3l
Filtret

y(n) = z(n) — 0.81y(n — 2)
har 6verforingsfunktionen

1

H(z) = —
(2) = T o812
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a

Filtrets frekvenssvar fas genom att substituera z = e/%

1

He) = 15 o5t

och beloppet |H(w)| = m

Nimnaren i detta uttryck kan vi beriikna med pyhagoras sats (kom ihag att |z| = \/Re(2)2 + Im(2)?)

11+ 0.81(cos(—2uw) + j sin(~2w))| = /(1 + 0.81 cos(2w))? + sin?(2w) =

\/1 +2-0.81 cos(2w) + 0.812 cos2(2w) + 0.812sin?(2w) = /1 + 2 - 0.81 cos(2w) + (0.81)2

Aterinsatt i ekvationen ovan far vi beloppet av frekvenssvaret:

1
1+ 2-0.81cos(2w) + (0.81)2

[H (w)]

b

Detta uttryck kommer att ha sitt maximum nir ndmnaren har sitt minimum, vilket ar néar
cosinus-termen Ar som minst (cosm = —1) dvs 2w =7 dvs w = w = 7/2.

Uttryckets minimum kommer omvéant ndr ndmnaren dr som storst, dvs nédr cosinus &r som
storst (cos0 =cos2m =1, dvsw =0samt w =7

C

Frekvenssvaret har en topp pa mitten vid w = 5 och avtar for liagre och hogre frekvenser.

Filterkarakteristiken &ar saledes bandpass.

4]

a
Om kérnan summerar till nagot annat &n ett, kommer bildens ljusstyrka &ndras vid filtreringen,
och denna &ndring kommer da dominera skillnaden mellan originalbild och filtrerad bild, sa
hogpasseffekten uteblir.

b

detta uttryck ska vara identiskt med I — I « H, vilket innebar att I = I % J. Det betyder att
J ar en filterkdrna som inte paverkar bilden, alltsa en impuls.

0 0 O
J=10 1 0
0 0 O

6 (8)
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C

Hogpassfiltret beskrivs i enlighet med ovan som

0 0 O 1 1 1 1 1 -1 -1 -1
J-H=|10 1 0 9 1 1 1 =9 -1 8§ -1
0 0 O 1 1 1 -1 -1 -1

y(n) =z(n) —ay(n — 2)

Impulssvaret ska enl. uppgift bli en svingning med avtagande amplitud. Vi soker ett uttryck
for impulssvaret, vilket vi far genom att Z-transformera overféringsfunktionen.

y(n) +ay(n = 2) = x(n)

Y(z)1+az?=1

_ Y 1
H(z) = X(z) 1+4az2
22 22

T 22440 (z—ja)(z+ja)

Problem: detta ar ett andragradsuttrck och z-transform-tabellen i f.s. innehéaller bara 1:a
ordningens uttryck. For att kunna z-transformera detta uttryck m.hj.a. tabellen i f.s. maste vi
forst dela upp H(z) l:a-ordningens termer m.hj.a. partialbraksuppdelning (se f.s. sista sidan)

Ansitt:

22 Az Bz

: — = — + -
(z—ja)(z+ja) z—ja =z+ja

Sétt pa samma brakstreck

Az(z+ ja) + Bz(z — ja)  Az* 4+ jAz+ B2* — jBz
(z = ja)(z + ja) (z —ja)(z + ja)

Om detta uttryck ska bli H(z) maste

Az? 4+ jAz + Bz? — jBz = 22

Identifiera termerna for varje gradtal. For z2:

A+B=1
For z:
jA—3jB =0

Ur dessa ekvationer foljer att A = B = % och saledes kan vi skriva

z z

1 1
H(z) == —
(Z> 2z—ja+2z—i—ja
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Z-transform #4 fran f.sE|

z
z—0b

b"u(n) <

Denna stammer med termerna i H(z) da b = ja resp b = —ja. Termerna z-transformeras var
for sig och resultatet sétts ihop till:

h(n) = 3(Ga)"u(n) + 5(~ja)"u(n) = 3("a" + (~)"a" Yu(n) =
nej%”—l—eﬁ%” o T
=a fu(n) =a cos(§n)u(n)

Alltséa en cosinussvingning med vinkelfrekvensen 7/2 rad/sampel och en amplitud som avtar
med a". Signalen ar noll for alla n < 0 (tack vare stegfunktionen u(n)).
Vi soker ett varde pa a sa amplituden efter 10 sampel ar 0.1 dvs

a®=0.1—a=01"120.7943

2vi byter variabelbeteckning till b for att undvika sammanblandning med lokala variabler i uppgiften

8 (8)
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