Losningsforslag till Kompletteringstentamen, SF1633,
Differentialekvationer I den 24 januari 2017 kl. 17 - 19.

Varje moduluppgift bestar av tre fragor. For att bli godkédnd pa modulen kravs
ratt svar pa minst tva av dessa fragor. Gor endast den moduluppgift (en uppgift)
som saknas fran tentamen /lappskrivningar.

Hjialpmedel: Det enda hjalpmedlet vid tentamen &r formelsamlingen BETA: Mat-
hematics Handbook av Rade och Westergren.

OBS: For full podng kravs fullstindiga, tydligt presenterade och vil motiverade
l16sningar som &r latta att folja. Markera dina svar tydligt. Samtliga svar ska vara pa
reell form.

Modul 2. a) Bestam den allmédnna 16sningen till systemet

, (1 =2
x=(y )

(Tips: verifiera att 16sningen &r korrekt.)

b) Bestam den allménna lésningen till det inhomogena systemet

, (1 =2 et
o= (b D) (%)
¢) Verifiera, genom inséttning i systemet, att svaret som erhallits i b) verkligen
uppfyller det givna systemet.

a=(y )

har egenvéirdena A\; = 1 och Ay = —1, med motsvarande egenvektorer v; = ((1))
och vy = (}) Saledes ges den allménna l6sningen till systemet av

1 1
X =q (0) el + ¢y (1) et

dar cq, co dr konstanter.
b) Vi soker en partikulédrlosning X, och véljer metoden variation av para-
metrar. Fran a) far vi att

Ldsning: a) Matrisen

ar en fundamentalmatris till det homogena systemet. Saledes vet vi att X, =
O(t)U(t) ar en partikulérlosning till det inhomogena systemet i b) om U upp-

fyller t y y t
ro-e0(l)-(7 7)) ()



Saledes &r U(t) = ("), dér a och b &r konstanter. Eftersom vi endast soker

en partikulérlosning kan vi vélja a = b = 0. Alltsa,

() ()

ar en partikulédrlosning. Saledes ar
1 1\ _ te!
X :cl(o)et+02(1)e g ( 0)
den allménna l6sningen till systemet.

c¢) Vi verifierar att svaret i b) verkligen &r en losning. Vi har

1 1 tet + et
X’:cl(0>et—02<1>6_t+ ( ¢ 3—6)
och

et 1 =2 1\ , N ., [t e
AX+<0>—(0 _1> <cl(0)e + ¢ s + 0 + o)~
1\ , 1\ N te! N et
c e —c e
1o “\1 0 0
Vi ser att X' = AX + (eot), dvs svaret i b) dr verkligen en 16sning.

Modul 3. Funktionen y(t) uppfyller ekvationen

y(t) +2 /Ot cos(t —u)y(u)du = 1.

Uppgiften gar ut pa att anvinda Laplacetransform for att bestdmma y(t).
I uppgift a) ska man ocksa visa att man kan anvinda Laplactransformens
definition.

a) Anvind Laplacetransformens definition for att bestdmma Laplacetrans-
formen Z{f(t)} da f(t) = 1. (Alltsa, berdkna Laplacetransformen till den
konstanta funktionen f(¢) = 1 genom att anvinda definitionen och presentera
rikningarna.)

b) Bestdm Y (s) = Z{y(t)}. Forenkla svaret sa langt som mojligt.
¢) Anvind resultatet fran b) for att bestamma y(t).

Léosning: a) (Se exempel 1, Kap 7.1 i kursboken) Enligt definition har vi
00 00 _st1M —sM
1 e 1
L)} = e stdt = “stdt — lim |—< — lim (- — _ 2
o = [ e = [T i <S5 = i (- ) =4

om s > 0. Saledes, Z{f(t)} = 1/s (vilket ocksa stammer med formel L20, sid
332, i Beta).

b) Vi ser att den givna ekvationen innehaller en faltning, och att vi kan
skriva ekvationen pa formen

y(t) +2(gxy)(t) =1



dér g(t) = cost. Laplacetransformering ger darfor
5 1

Y 2 Y(s)=-.
(5) + s2+1 () S
Hér har vi utnyttjat formlerna L12 och 125 i Beta. Eftersom
s 2s s2+2s+1 (s+ 1)
(5) + 2 (5) = V()1 + o) = Vi) s = ¥(s) 5
far vi att ,
s“+1
Y(s)= —.
(s) s(s+1)2
c¢) Vi soker nu y(t). Fran b) har vi att
s2+1 S 1

Yis) = s(s+1)2 - (s+1)2 * s(s+1)%

Anvander vi nu formlerna L23 och L33 fas
yt) = (1—t)e "+ (1 —e' —te™") =1—2te™".
Lycka till!




