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1. Betrakta vektorerna P = | 1 | ,Q = | 3 | ,@= |—1|.Léatl; vara linjen som gar genom
—2 0 1
P och @ och 1t I, vara linjen som ér parallell med « och som gir genom P.
(a) Bestdm parameterframstéllningar till linjerna [, och [5. 3p)
(b) Bestdm en ekvation for det plan som innehaller linjerna /; och [5. 3 p)
Losningsforslag.

(a) For att bestimma en parameterframstillning for /; behover vi en riktningsvektor och da
kan vi vilja vektorn fran P till @), dvs

T 1 ~1-1 —2
7=PQ=Q-P=|3|-|1]|=] 3-1 |=]2
0 —2 0—(-2) 2

Dirmed kan vi skriva parameterframstéllnignen for /; som P + 7, dvs

1 -2
I +t| 2
-2 2

For linjen [, kan vi vilja @ som riktningsvektor eftersom den ska vara parallell med .
Dirmed blir parameterframstéllningen P + tu, dvs

1 1
1 +t]-1
-2 1

(b) Planet som innehaller bada linjerna maste ha en normalvektor som &r vinkelrit mot bade
@ och v. Darfor kan vi anvianda kryssprodukten for att berikna normalvektorn som blir

1 -2 (-1)-2—1-2 —4 1
F=dx0|-1|x|2]|=] 1-(-2)—1-2 | = |-4| =—-4. |1
1 2 1-2—(=1)-(-2) 0 0

Dirmed kan planets ekvation skrivas som x + y = d for nagon konstant P. For att
bestimma d kan vi sétta in P och farda d = 1+ 1 = 2 och planets ekvation dr z +y = 2.
Vi kan litt kotrollera rikningarna genom att se att () ocksa ligger i planet och att @ dr
parallell med planet.

2. Betrakta foljande matris:

t 1 10—t
At =11 0 -1
101 ¢

(a) For vilka virden pa t dr A(t) inverterbar? 3p)



(b) Ge nagot vérde pa t sa att det motsvarande systemet

A)Z=0

har oé@ndligt manga 16sningar och bestim 16sningsméngden.

Losningsforslag.

3p)

(a) Matrisen &r inverterbar om och endast om det A(t) # 0.

t 1 10—t |t
det A(t)=|1 0 -1 |=]1
101 ¢ 10

(1) 100 __‘1 10‘__t
Do 1 10+t

s A(t) dr inverterbar om och endast om ¢ # 0. (Andra likheten fas efter addition av forsta
kolonn till tredje kolonn, och den tredje likheten fas efter utveckling lings andra raden.)

(b) Ett kvadratiskt homogent system Mz =

0 har odndligt manga 16sningar om och endast

om det M = 0, sa det givna systemet har enligt a) odndligt manga 16sningar om och
endast om ¢ = 0. I detta fall har systemet koefficientmatrisen

0 1 10 01
1 0 =1~ 1|1 0
10 1 0 01

10 1 0 -1
-1~ 10 1 10
10 00 O

(Att den forsta och den andra matrisen ovan dr radekvivalenta ses genom att subtrahera
10 ganger andra raden fran den tredje raden i den forsta matrisen.)

Foljaktligen ges 16sningarna av

r=s

1

3. Delrummet V i R* ges som det linjira holjet

1
-1

1

2

/E[: =

s v

1
3

(a) Bestdam en icke-trivial linjér relation mellan vektorerna , ¥ oc

(b) Beriikna avstandet frin punkten P = [1

Losningsforslag.

, seR.

av vektorerna

1 2
2 L 11
1 och w—? 9
1 3

h . Gp)
11 1] dnv. 3p

(a) For att hitta en icke-trivial linjdr relation mellan vektorerna soker vi x, y och z sa att
x4+ yv + zw = 0. Vi kan forenkla rdkningarna genom att inte ta med skalfaktorerna och
sOker en 16sning till det homogena linjédra ekvationssystemet med totalmatris

11
-1 2
1 1
i 2 1

och med Gausselimination far vi
1120 o) 1 1
-1 2 1|0 ro + 1 0 3
11 210 ry — 1T 0 0
21 31|10 Ty — 211 i 0 -1

2]0
110
210
310
210 T — 319 10 1]0
310 | 372 | _|0 110
00 T4+ 37 0000
—1/0 r3 0000



Vi ser nu att z dr en fri variabel och for att hitta en 16sning kan vi sétta z = 1 och l6ser ut
y = —1 och x = —1 med hjilp av de tva nollskilda raderna. For att fa relationen behover
vi ta med skalfaktorerna igen och har da relationen (—1) - 3@ + (—=1) - 50+ 1- 7w = 0
vilket ocksd kan skrivas @ = 24 + 27.

(b) Vi kan hitta den nirmsta punkten genom att anvinda minsta-kvadratmetoden. Eftesom
inte tillfor ndgon information ricker det att forsoka skriva den givna vektorn som x - 31 +
y - b0 och det ger det overbestimda systemet med totalmatris

1 1|1

RO —
N
—_ = =

och minsta-kvadratmetoden siiger att vi ska 16sa AT AT = ATp istillet for A7 = b. Detta
ger ekvationssystemet med totalmatris

7T 2|3
2 715

som vi kan 10sa med Gausselimination eller med Cramers regel som ger

3 92 73
_det[f) 7] o _det[Z 5} 29
x_dt72_45 O YT T O] T u
© 2 7

9 7 det[

Dirmed ges projektionen av den givna vektorn pa delrummet av

1 1 40
11 | -1 29 |2 1 147

51| TE ] T 1 |40
2 1 51

och avstandet till delrummet ges av ldngden av skillnadsvektorn

1 40 5
1 47| 1 |-2

1
1 45 |40 45| 5
1 51 -6

som blir \/(5)2 + (—2)2 + 52 + (—6)2 /45 = v/90/45 = v/10/15.
4. Betrakta foljande avbildning:
F:R* = R?* F(x,y)=(02)

(a) Bestdm alla egenvirden och tillhérande egenrum till F'. 3p)
(b) Bestdm om matrisen till F’ dr diagonaliserbar. QB p

Losningsforslag. Vi bestimmer avbildningens standardmatris

dir e; = (1,0) och e; = (0, 1). Eftersom vi har att F'(e;) = (0,1) och F'(e3) = (0,0) sa dr

n=(97)



a) Den karakteristiska ekvationen

- 0

det ([F] = AI) = ‘ Ao

‘ =\ =0
har 16sningen A = 0, dvs. dubbelt egenvérde.
For att bestimma egenrummet till A = 0 l9ser vi egenvektorekvationen ([F] — Al ) T =

0, dvs.

0 0[0Y R 1 0]0

1 0(0 /) wr 0 0(0 /)"
Med x = (21, x2) fas x5 = t och 2 = 0, dvs. @ = t(0, 1) dir ¢ € R. Egenrummet ges
ddrmed av span{(0,1)}.

b) Matrisen [F] dr inte diagonaliserbar eftersom det skulle krdva tva linjért oberoende egen-
vektorer och vi har ett 1-dimensionellt egenrum.

5. Delrummet V' i R? ges av ekvationen z — 2y + z = 0. Lat 7: R®> — R? vara den linjira
avbildningen

T T —2y+ 32
T |y = |2z — 4y + 62
z 3r — 6y + 9z
(a) Hitta en bas B = {u, 0, w} till R? sadan att V &r det linjéra holjet av @ och . 2p)
(b) Visa att T'(¥) ligger i V for alla ¥ som liggeri V. 2p)
(c) Bestim en matrisrepresentation for avbildningen 7' med avseende pa basen B av R?.

2p)
Losningsforslag.

(a) Vi konstruera forst en bas {«, v} till V och komplettera den sedan till en bas B till R>.
Eftersom V ir ett tvddimensionellt rum i R? ricker det att vilja tva linjért oberoende
vektorer 1 V' for att hitta en bas. Vi kan vilja

@=[1 0 —1] och 7=[2 1 0].
Det dr ocksa dessa vi kommer fram till om vi anvinder standardmetoden for att bestimma

en bas till nollrummet till matrisen [1 -2 1] . For 0 kan vi ta vilken vektor som helst

som inte liggeri V, t. ex. & = [1 0 O}T.
(b) Bildrummet #r alltid ett delrum, sa det ricker att se att bada 7'(%) och T'(¥) liggeri V. Vi
berdknar alltsa:

1-1—-2-0+43-(=1) —2
T(@)=[2-1—4-046-(=1)| = |—4| =6i — 47
3-1-6-049-(—1) —6

och
1-2—-2-143-0 0
T@W)=12-2—-4-14+6-0| = |0
3-2—6-14+9-0 0
Vi ser att bada bilderna liggeri V.
(c) For att berdkna matrisen behover vi berdkna virdet av 1" pa basvektorerna och trycka ut

dem som linjarkombinationer av basvektorerna igen. For « och ¢ har vi precis gjort det i
deluppgift (b):

T(il) = 6@ — 45+ 0 och T(¥) = 0if + 07 + 0.



For vektorn w0 far vi:

1
T(W) = 2| = —3u+ 20 — 4.
3
Matrisen blir alltsa:
6 0 -3
-4 0 2
0 0 —4

OBS: Anvinder man en annan bas i (a) sa far man en annan matris i (c).
6. Multiplikationstabellen M definieras som den 9 x 9-matris vars element ges av formeln M;; =
1-7,dare, 7 =1,2,...,9.

(a) Bestdm rangen av matrisen M. 2p)
(b) Visa att talet 12422+ - . +9? = 285 ir ett egenvirde till matrisen M. Vad #r motsvarande
egenvektorer? Bestdm dérefter alla 6vriga egenvirdena till M (egenvektorer behover inte

anges). 4p)
Losningsforslag.
(a) Lat R;, beteckna rad k i matrisen M. Da ar
Ry=[k 2k 3k 4k b5k 6k Tk 8k 9k
=k[l1 2 345 6 7 8 9] =kR:.
Det foljer att M dr radekvivalent med 9 x 9 matrisen
123456789
00 00O0O0OO0OGO0T® O

6 O 00 0O0O0O O 0
sd rang (M) = rang (A) = 1.
(b) Lat Fy beteckna nollrummet till M. Enligt rangsatsen &r da
dim (Ep) =9 —rang (M) =9—-1=38.
Eftersom MZ = 0Z om och endast om & € Ej, och Ej ir icke-trivialt, &r Ay = 0 ett

egenvirde med egenrum Fy.

Betrakta nu produkten M7, dird=1[1 2 3 4 5 6 7 8 9
ki Mv ges av

] T Elementet p rad

Ryw=k[l1 2 3456 7 8 9 = k(12 +2° 4+ +9%) = 285k,

0O O Ot i Wi~

Ne}

det vill siga M7 = 2857, sa ¥ dr en egenvektor till M/ med egenviarde \; = 285. Egen-
rummet F; till egenvirdet \; innehéller alla vektorer ¢¥/, t € R. Alltsa &r dim (E;) > 1.
Det aterstar att visa att det inte finns ndgra andra egenvirden én 0 och 285. Egenvektorer
horande till olika egenvirden &r linjdrt oberoenden. Sa om {1, s, . . ., Ug} dr en bas for
FEy ér {uy, Uy, ..., Us, b}, U € E; som ovan, 9 linjirt obereonde vektorer i R?, och saledes



en bas for RY. Det foljer att det inte finns ndgra ytterligare egenviirden. Det f6ljer ocksé
att dim (F4) = 1, sa egenvektorerna till egenvirdet A\; = 285 &r precis alla vektorer pa

formen {7, dir7=[1 2 3 4 5 6 7 8 9] .



