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DEL A

1. I nedanstaende ritvinkliga koordinatsystem ar varje ruta en enhet lang.

(a) Bestdm de rymdpoléra (sfiriska) koordina- z
terna for punkterna A, B och C. 2p)
(b) Bestim en parametrisering 1 x,y,z- ~
koordinater av kvartscirkelbagen vy i
yz-planet med medelpunkt i origo. ¢
1p
(c) Bestdim en tangentvektor till kurvan ~ i A
punkten C'. (1p) /,/
z Y
B

Losningsforslag. Rymdpolira koordinater ir (R, ¢, 0), ddr R dr vektorns ldngd, ¢ &r vinkeln
mot z-axeln, och # vinkeln i xy-planet for projektionen (longitud).
(@) A: (R, ¢,0) = (4,7/2,0).
B: (R, ,0) = (V50,m/2,m/4)
C: (R, ¢,0) = (V18,m/4,m/2)
(b) Cirkeln har radie v/18 och vi anvinder polira koordinater i yz-planet for att beskriva
den. Eftersom = = 0 pé cirkeln blir parametriseringen (7, y, z) = (0, /18 cost, /18 sint),
dir 0 <t < m/2.
(c) Derivering av parametriseringen ger att (i:(m/4), y(7/4), 2(7/4)) = (0, —V18/v2,V18/v/2) =
(0, -3, 3).

Svar.
(@) A: (R, ¢,0) = (4,7/2,0). B: (R,$,0) = (v/50,7/2,7/4) och C: (R, ¢,0) =
(V18,7/4,7/2).
(b) (z,y,2) = (0,V/18cost,/18sint), dir 0 < t < /2.
(c) (0,—3,3) dr en tangentvektor till v i C'.
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1 1
2. En liten kula placeras pa ovansidan av funktionsytan z = — 2+ Zyz i punkten (3,2, 4) och

3
borjar sedan rulla pa grund av tyngdkraften som verkar nedat i negativa z-axelns riktning.
(a) At vilket hall borjar den rulla om vi bortser fran z-riktningen? GBp
(b) Hur brant dr det dir kulan sldpps? 1p)
Losningsforslag.

(a) Lat f(z,y) = s2® + 1y? och berikna gradienten: V f = (2z, 3y). I punkten (z,y) =
(3,2) blir gradienten V f (3, 2) = (2, 1). Gradienten pekar pekar motsatt mot starkaste
avtagandet sd i xy-planet kommer kulan att rulla i samma riktning som —V f(3,2) =
(—2, —1). En normaliserad riktningsvektor i zy-planet blir \/ig (—2,-1).

(b) Riktningsderivatan i gradientents rikning talar om hur stor lutningen maximalt &r. [

det hir fallet 4r gradientens belopp v/22 4+ 12 = /5.

Svar.
(a) Riktningen blir i zy-planet \%(—2, —1).

(b) Lutningen ar V5.
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3. Arean av omradet som innesluts av en sluten, enkel kurva C kan enligt Greens formel
beriknas med hjilp av en kurvintegral, [,z dy eller [,y dz.

(a) Vilken orientering ska kurvan ha for att den
forsta av integralerna ska ge arean med po- y
sitivt tecken? (Glom inte att motivera sva-
ret.) 1p)
(b) Anviand nagon av de tva integralerna for
att beridkna arean innanfor kurvan som pa-

rametriseras av r(t) = (sin2t,sint), ddr
0<t<m. 3p) X
1
Losningsforslag.

(a) Enligt Greens formel

/C Pdz + Qdy = / /D (@, — P)drdy

blir | o T dy lika med arean, forutsatt att C' dr i positiv led. Detta beror pd att med
P =0o0ch @ = xblir Q, — P, =1—0 =1 och integralen av 1 6ver omradet D
innanfor C' ger omradets area.

(b) Kurvan &r orienterad i positiv led, sa vi anviander den forsta integralen for att uttrycka
arean. Da blir

" T )T 4
/ rdy = / sin(2t) costdt = 2/ sint cos® tdt = 2 [— o8 } = -
c 0 0 3 1o 3

vilket alltsa uttrycker arean innanfor kurvan.

Svar. Arean dr 4/3.
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DEL B

4. Bestdm det storsta och minsta virdet av f(z,y) = x — xy + y i omradet D som definieras
ave >0,y >0,(x+1)(y+1) < 16.

Y

Omradet D
4p)

Losningsforslag. Funktionen f dr kontinuerligt deriverbar och omradet D &r kompakt. Dérfor
antas storsta och minsta vérde i nagon av féljande punkter
(a) inre kritiska punkter,
(b) max- och minpunkter lings randen,
(c) hornpunkterna.
Vi far att
(a) Gradienten ar Vf(xz,y) = (1 —y,1 — x) som ir lika med nollvektorn precis da
(z,y) = (1,1). Alltséd dr (1, 1) den enda kritiska punkten och dér har vi f(1,1) = 1.
(b) Vi har tre delar av randen. Vi borjar med att undersoka randkurvan (z+1)(y+1) = 16
med hjilp av Lagranges metod. Da kan vi bilda hjdlpfunktionen

F(z,y,\) = f(z,y) + \g(@,y) =2 — 2y +y + M(z + 1)(y + 1) — 16)

dér g uttrycker bivillkoret. Stationdra punktvillkoret pa randkurvan ges av att gradi-
enten av F' 4dr noll med avseende pa alla tre variablerna:

VFE(z,y,\)=(1—y+AXy+1),1—x+ Az +1),(z+1)(y+1) — 16)
och vi far ekvationssystemet

l—y+Ay+1) =
l—xz+ANzx+1) =
(z+1)(y+1)—16 = 0.
Eftersom z + 1 # 0 och y + 1 # 0 far vi
Cy—1 x-—1
T y+1 41

o o

som ger

(z+l)y—1)=(x—-1)(y+1)<=aoy+y—o—-—l=ay+r—y—l<=az=y
4
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Nir vi sitter in detta i den sista ekvationen far vi (x+1)* = 16, vilket ger z = —1+4.
Eftersom = > 0 finns bara 16sningen z = y = 3 i det givna omradet och virdet pa
funktionen blir ddr f(3,3) = —3.

Alternativt kan vi vilja att parametrisera randen genom x = 4e! — 1 ochy = 4e™ ' —1
vilket ger funktionen

h(t) = f(de! —1,4e7" —1) =4de' —1 — (4e' —1)(4e™" —1) +4e7t —1
=4e' —1—16+4e" +4e" —1+4e " —1=8(c" +e7") — 19.

Vi letar sedan efter kritiska punkter till denna och fér h/(t) = 8(e' — e™*) som ér noll
baranir ¢t = 0. Ddrmed leds vitillz =4 — 1 = 3 ochy = 4 — 1 = 3 som forut. Detta
ar ett minimum langs randkurvan och maximum ges vid dndpunkterna.
Det aterstar randpunkterna ldngs med axlarna. Lings z-axeln har vi f(x,0) = z och
hir giller att 0 < x < 15. Maximum dér blir 15 och minimum 0. P4 samma sitt ar
det for y-axeln: f(0,y) = y ddr 0 < y < 15 med maximum 15 och minimum 0.
(c) Hornpunkterna dr (0, 0), (15,0) och (0, 15) ddr funktionens vérden &r 0, 15 respektive
15.
Vara kandidatpunkter dr: den inre stationdra punkten (1, 1), punkten (3, 3) ldngs med den
krokta randkurvan, samt punkterna langs med de linjdra randsegmenten, dir extremvérdena
antas i andpunkterna (0, 0), (15, 0), samt (0, 15). Vi jamf6r nu virdena i dessa punkter och
finner att f(1,1) = 1, f(3,3) = =3, f(0,0) = 0, f(15,0) = 15 och f(0,15) = 15.
Dirfor dr minsta virde —3 och storsta virde 15.

Svar. Minsta virde dr —3 och storsta varde 15.
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5. Anvind variabelbytet u = x + y, v = y — 2x {or att berdkna integralen
1 11—z
/ / (y — 2z)*Vr +y dydx
0o Jo
(4p)
Losningsforslag. Vid variabelbytet dr Jacobianen
0(u,v) 1 1
= det =1-1-1-(-2)=3
ey {—2 1] =2
sa att dedy = %dudv. Integrationsgrianserna bildar en triangel med villkoren x > 0,

y > 0, och x +y < 1. Hornen i denna triangel ir (0,0), (0, 1) och (1,0). For att se hur
granserna blir i de nya variablerna kan vi se hur hornpunkterna avbildas i och med att det
dr en linjdr avbildning. Vi har att (x,y) = (0,0) ger (u,v) = (0,0), (z,y) =
(u,v) = (0+1,1-2-0) = (1,1) och (z,y) = (1,0) ger (u,v) = (140,0—-2-1) = (1, —2).

Denna triangel ges av olikheterna 0 < v < 1 och —2u < v < .

y Lv
1 -
u
1N
X
1
FIGUR 1. De tva omradena
Integralen blir sdledes lika med
1 pu 1r,37u 1 9/271

dv du v U 2
Vi Vu :/ {—} \/ﬂdu:/ ududu = {—} = —.
/0 /2u 3 0 9 —2u 0 9/2 0 9

Svar. Integralens virde dr 2/9.

(0,1) ger
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6. Lat F vara vektorfiltet i rummet som ges av

22 g2 2 g2 2
F(x,y,z):(ey e e v .

Lat § vara den sneda kon utan botten som bestdr av alla rita linjesegment vars ena
dndpunkt dr (1,0,3) och vars andra dndpunkt ligger pé cirkeln 22 + y* = 4 i zy-planet
z = 0. Anvind divergenssatsen for att beridkna flodet av F upp genom ytan S 4p)

Losningsforslag. Eftersom
B(a,0,2) = (0, ), o)

sa har vi att
divF = ﬁe (v*+2%) 4 26—(272%2) + ﬁe—(xzﬂﬂ) —04+0+0=0.
Ox dy 0z

Da vektorfiltet F dr definierat 6ver hela rummet kan vi anvinda divergenssatsen for att
flytta ytan S till en annan yta &’ med samma randkurva utan att dndra virdet pa flodet
genom ytan. Detta eftersom flodet ut genom en tillslutning av ytan genom att ligga till en
annan yta med samma randkurva blir noll, varfor flodet ut genom den givna ytan maste
vara lika med flodet in genom den vi ldgger till.

Vi flyttar S till ytan S’ som ér cirkelskivan D med radie 2 runt origo i zy-planet med

uppétriktad normalvektor N’ = (0, 0, 1). Det sokta flodet dr alltsa

//FoNdS //FoN’dS
// —y? e”2, (x2+y2)>.(0’0’1)d14

Svar. Flodet dr m (1 — e™%).
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DEL C

7. Lat S vara den orienterade yta i rummet R? som ges av r(s,t) = (s,t,st) didr s + ¢ < 1
och vars normalvektor har positiv z-komponent. Lat C vara den orienterade randkurvan
till S och 1t vektorfiltet F' ges av

2
F(z,y,2) = (y, zy, 2°).
Stokes sats relaterar flodet av rotationen av ett vektorfdlt genom en yta med kurvinte-

gralen av filtet langs randkurvan. Formulera Stokes sats och anvédnd den for att berdkna
kurvintegralen

%F-dr:j{ydx+$ydy+z2dz.
c c
(4 p)

Losningsforslag. Stokes sats sdger att

%F-dr—//curlF-ndS
c S

om F ir ett kontinuerligt deriverbart filt och C dr den orienterade slutna randkurvan till en
begrinsad slit orienterad yta S. Berdkning av rotationen for det givna vektorfiltet ger att

0 0 0 0 0 0
1F = =22— =y, —y— —2% —ay— —y | = —1).
curl F(x,y, 2) (ayz azxy, 8zy 0xz ,axxy 3y ) 0,0,y )

Dirfor maste vi fortsitta att berdkna normalen ganger areaelementet och integrera enligt
Stokes formel. Vi parametriserar ytan S med polédra koordinater, dvs x = rcos#f, y =
rsinf, och z = 2y = r?cosfsinf, dir 0 < r < 1 och 0 < § < 2. Ytelementet med
normalriktning blir da

_Or _ or B 9 . 9
ndsS = g X 5 drdf = (—r*sin6,r* cos@,r)drdd,

sa att

1 21 1 2
// curlF-ndS:/ / (rsin@—l)rd@dr:—/ / rdfdr = —,
S 0o Jo 0o Jo

eftersom sin 6 har medelvérde noll och den sista integralen ger arean av enhetscirkeln.
Vi kan ocksa anvinda den givna parametriseringen av ytan och far da att flodet ges av
integralen av av trippelprodukten

0 0 t—1
curlF-?x%:det 1 0 t =t —1.
o t 01 s

Detta ska integreras over enhetscirkeln och da ¢ har medelvirde 0 blir integralen —.

Svar. Kurvintegralens virde dr 7{ F-dr = j{ ydr +xydy + 2* dz = —.
c c

8
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8. Lat § vara 16sningsmingden till ekvationen
z? +y2 = ZCOS Z.

(a) Forklara hur vi kan vara séikra pa att det finns en funktion f(z,y) sadan att S i en
omgivning till punkten (z,y, z) = (0,0, 0) sammanfaller med grafen z = f(x,y).

2p

(b) Visaatt (z,y) = (0,0) dr en kritisk punkt till funktionen f. (1p)
(c) Undersok om denna kritiska punkt &r ett lokalt minimum, ett lokalt maximum eller
ingetdera. (1p)

Losningsforslag.
(a) Sdtt F(x,y,2) = 22 + y*> — zcosz. Vi ser att F(z,y,2) = 0 for alla z,y,2 €
R. Vi ser att VF = (2z,2y, zsin z — cos z). For att implicita funktionssatsen skall
kunna tillampas ska samtliga partiella derivator vara kontinuerliga i en omgivning av
(z,y,2) = (0,0,0) och %—I: # 0 for i denna punkt. Vi ser att detta dr uppfyllt och drar
slutsatsen att ytan S ges av grafen av en funktion z = f(x, y) néra punkten (0,0, 0).
(b) Beténk att z = z(z, y) . Vi deriverar implicit med avseende pa x och y och far att

2x = cos z% — zsinz%
Ox ox
och
2y = cos z% — zsin z%
dy ox
Insdttning av punkten (z,y, z) = (0,0,0) ger att 9% = g—z = 0 dvs vi har en kritisk
punkt.

(c) Eftersom vinsterledet inte kan vara negativt och hdgerledet ér negativt for —7/2 <
z < Oharviatt f(x,y) > 0= f(0,0) i en omgivning av origo. Ddrmed ir origo ett
lokalt minimum.

Vi kan ocksa se detta genom 2altt berdkna Hessianen. Vi behover derivera implicit en
0%z 0%z

o . .o o 622
gang till for att fa fram 23, o och 207"

92 = —si % i + @ — % i — q] & + % ’
= Sz oz COS 2 axz Z COS Z or smz | 2 83:2 or
= S 2 ay COS Zay2 Z COS 2 ay Sz Zay2 ay

0= —sinz%% + cos z 0 — ZCOSZ%% —sinz | z 0" + %%
N oz Jy 0x 0y oz Jy Oxdy Oz dy

. . 82 82 82 .
Insittning av punkten (z,y,z) = (0,0,0) ger att 55 = 2, 55 = 2 och 57 = 0. Vi
far da att Hessianen &r positivt definit och att vi har en minpunkt.

Svar.
(c) Origo ér ett lokalt minimum.
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9. For en given kurva C i planet R? kan vi definiera det genomsnittliga avstindet mellan tva

punkter pa C som
- 1
) = 75 /c /C v(s) — r(t)] dsdt,

ddr L dr ldngden av C och r(t) dr en bagldngdsparametrisering av C.

(a) Berikna d(C) dir C ir linjestycket fran (0,0) till (1,1). 2p)
(b) Berikna d(C) dir C = S* = {(z,y) € R? | 22 + y? = 1}, enhetscirkeln i planet.
2p)
Losningsforslag.
(a) Vi bégléingdsparametriserar linjestycket y = z enligt z = = dvs r(s) = \%(s, s)
vilket ger att |r(s) — r(t)| = |s — t|. Lingden L = /2.

//|s—tydsdt /2(/0t(t—s)ds+/tﬁ(s—t)ds>dt

:1/ ( \/_t+1)dt \f

2 Jo
(b) Vi baglangdsparametriserar linjestycket enligt = = cost,y = sint och far att

lr(s) — r(t)] = v/(coss — cost)? + (sins — sint)2 = /2 — cos(s — t)

— \/2—2 ((1 — 2sin? @) = z‘sm@‘

Vi ser att |s1n | ar en periodisk funktion och att vi integrerar over 1 period.
Saledes paverkar translat10nen med ¢ ej integralens virde. Langden av cirkeln blir

27 2w
e / /

1
251n—ds— — [ 2 cos
2 T

s
sm sm§’ ds

1 27
dsdt = — 27r/ 2
472 0
S 27T
2)

27T 0 T
Svar.
(a) d(C) = /2/3 for linjestycket fran (0,0) till (1,1).
(b) d(C) = 4/7 for enhetscirkeln.




