KTH, Matematik

Tentamen, SF1629, Differentialekvationer och Transformer II (del 2)
11 april 2017 Kl. 8:00-13:00

Tentamen bestar av atta uppgifter dér vardera uppgift ger maximalt fyra poing.

Preliminira betygsgrianser: A-28 poidng, B-24, C-21, D-17, E-14, Fx-13.

Det finns mojlighet att komplettera betyget Fx inom 4 veckor. Kontakta i sa fall Maria Saprykina
(masha@kth.se).

Hjilpmedel: Det enda hjdlpmedlet vid tentamen dr formelsamlingen “Mathematics Handbook™
av Rade och Westergren.

OBS: For full poing krivs fullstindiga, tydligt presenterade och vidlmotiverade 16sningar som dr
latta att folja. Markera dina svar tydligt.

1 a). Anvind definitionen for att berikna Z-transformen A(z) av foljden (a,,) dér a,, = 2 for alla
n=20,1,2,....For vilka z konvergerar A(z)? Ip.

Losning: Enligt definitionen,

o

2 2z
‘2" 1—1/2 o

n=

Serien dr konvergent (och beraknmgarna ovan har mening) for alla |z| > 1; for |z| < 1 ir serien
divergent.
b). Bestim en talf6ljd (a,) sddan att ag = 0 and

Gy —3a, =1+ (=1, n=0,1,2,...

Losning: Lat A(z) vara Z-transform av foljden (a,,). Vi har:

zA(z)—SA(z):Zil 1 (2) =

z z
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Partialbraksuppdelning ger
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Invers transformering ger:
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= —= - _1 n+1 _3n+l.
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2. Bestdm ett polynom p(z) av grad 2 som minimerar virdet av

/_ | cos(mx/2) — p(x)|*dx.
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Losning: Betrakta rummet L?(—1, 1) med den inre produkten

()= |t

Lat P(z), k = 0,1, 2 vara Legendres polynom av grad k. Fran Beta (sid 263) far man:

1
R(z) =1, P(z)==z, P@)= 5(3x2 - 1)
Polynomen ovan idr ortogonala, och (P, P,) = 2/(2k + 1). Det sokta polynomet p(x) samman-
faller med ortogonala projektionen av funktionen f(z) := cos(mz/2) pa delrummet spind av
Py(z), k=0,1,2,dvs
<f7 Pk>
x) = Py(z

Vi berdknar:(f, P;) = 0 eftersom funktlonen f () Py(x) dr udda;

(f, Po) :/_ cos(mx/2)dx = é

1 ™

<f,P2>:/_ cos(ﬂx/2)2(3:c e = = (r — 12).

1 ™

3(20—m2?)

3

15(72—12
(7 )xQ.

Svar: p(z) = +

3
3. Berdkna f’ and f” i distributionsmening da

fla) = {Cosx, /2 <z <7/2,

0, annars

Losning: Vi kan skriva om funktionen i termer av Heaviside funktion:
flz) =cosx(H(x +7/2) — H(x — 7/2)).
Derivering ger:
f'(x) =—sinzx(H(x +7/2) — H(x — 7/2)) + cosz(6(x + 7/2) — §(x — 7/2))
= —sinz(H(x +7/2) — H(x — 7/2))

I sista steget anvindes relationen f(x)d(z — a) = f(a)d(z — a) som giller for varje funktion
f(z) som &r kontinuerlig i punkt # = a. En till derivering ger:
f"(z) = —cosx(H(x +7/2) — H(x —7/2)) — sinz(6(z + 7/2) — §(x — 7/2))
=—cosz(H(x+n/2) — H(x —71/2)) —0(x +7/2) — §(x — 7/2).

I sista steget tilldimpades samma argument som ovan.
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4. Antag att funktionen f(¢) har Fouriertransformen f(w). Vilken funktion g ska man falta f med
for att fa

frgw) =
0, annars.

— {ﬂw), —3<w<3,

Losning: Vi vet att f/’@ = f g. Vi viljer

~ 1, -3<w<3,
gw) =
0, annars.

I detta fall, g(¢) = =23 (Beta, F53).

5. Bestdm 16sningen u(z, t) till
Uy = U +3u, O0<z<m, t>0, (E)
u(0,t) =0, u(m,t) =0, t > 0; (R)
u(z,0) = f(z), 0 <z <, (B)

dir f(z) = sinx + 2sin 3z.

Losning: Vi anvdnder separation av variabler, dvs soker u(z, t) pa formen u(x,t) = X (z)T'(t).
Derivering ger:
Xl/ T/
X"(2)T(t) = X(2)T'(t) — 3X (2)T(t) < Y =T~ 3 =—\= const.

Randvillkoren skrivs om: X (0)7(t) = 0, X(7)T'(t) = 0 for allat > 0. Om 7'(t) = 0 for alla
t > 0, for vi bara triviala 16sningar. Darfor betraktar vi fallet X (¢) = X () = 0.
Icke-triviala 16sningar till ekvationen med randvillkorna (F) + (B) uppfyller foljande:

X"+ AX =0, dir X(t) = X(7) =0,

samt
T = (3 - \NT.
Den andra ekvationen har 16sningar T'(t) = Ce®~Vt, C € R.

Betrakta det forsta problemet. For A < 0 far man bara triviala 16sningar (se argumentet pa sid.
11 i kursboken)

For A > 0 beteckna A = n*, n > 0. D& X(z) = sinnz ir en losning for varje n = 1,2, . ...
Losningar till (F) + (B), motsvarande A\ = n? har alltsd formen u(z,t) = X(z)T(t) =
sin(na)e®-m)t

Enligt supperpositionsprincipen, dven linjira kombinationer pa formen u(z,t) = ) 5:1
(N > 1, ¢, € R) ér 16sningar.

For att u(z,0) = sinx + 2sin 3z maste ¢; = 1, ¢c3 = 2, och ¢, = 0 for n # 1, 3; alltsé dr den
sokta I6sningen

¢y sin(na)eB=7)

u(z,t) = sin ve* 4 2sin 3xe™%,
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6. Lat f(z) vara en kontinuerlig funktion pa intervallet [0, 7], och
/ f(z)sin(nz)dx =0 forallan =1,2,3,...
0

Visaatt f(z) = 0forallax € [0, 7] genom att uttnyttja det faktum att {cos nx,n > 0;sinnz,n >
1} ér ett fullstidndigt ortogonalt system i L?(T). Motivera alla steg!

Losning: Betrakta rummet L?([0, 71]) av styckvis kontinuerliga funktioner pé [0, 7r] med inre-

produkten (f, g) = [ f(x)g(z)dz. Vi borjar med att visa att funktioner ¢, (t) = sinnt, n > 1,
formar ett fullstindigt ortogonalt system i detta rum. Varje f € L?([0, 7]) kan utvidgas till en
udda funktion f pa L?(T) (man kanske behover éndra viirdet i origo). Den nya funktionens Fou-
rierserie bestar bara av sinus-termer. Vi vet att {cosnz,n > 0;sinnx,n > 1} dr ett fullstindigt
ortogonalt system i L?(T). Detta betyder att varje funktion (och dven f ) kan approximeras god-
tyckligt vil med delsummor sy av dess Fourierserie, dvs. for varje € > 0 finns N sadan att

/T 1f(z) — sn(2)]?dz < e.

Detta innebir att dven f[o ] |f(z) — sn(z)]?dz < e, vilket betyder att f approximeras godtyck-

ligt bra med summor av sinusar; systemet v,,(¢), n > 1, dr alltsa fullstdndigt. Ortogonaliteten
foljer fran att denna system #r ortogonal i L*(T). (Se sidan 121 i kursboken for en liknande
resonemang.)

Vidare, vi vet att

(fsn) = /07r f(z)sin(nz)der =0 forallan =1,2,3, ...

Enligt Parsevals formel,

/[0 ]|f($)‘2dx = Hf”2 — ZHf’wn) ‘2 —0.

Eftersom f dr kontinuerlig, innebar detta att f(x) = 0 for alla = € [0, 7].

7.a). L&tV = L*(T), D4 = V N C*(T), och 14t operatorn A vara definierad av formeln
Au =" forallau € Dy.

Visa att A dr symmetrisk.
Losning: Se Example 6.7 sid. 154 i kursboken.

b). Visa att alla egenvérden till en symmetrisk operator pa ett inre produktrum ir reella, och
att egenvektorer som motsvarar olika egenvirden dr ortogonala.

Losning: Se Lemma 6.1 sid 155 i kursboken.
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8. a). For vilka reella positiva virden pd a dr summan >, , a* konvergent i Cesaros (C,1)
mening? For dessa a berikna

a* (C)1).

hE

T

1

Losning: Vi betraktar s,, = Zk Lab = a . Dessa summor konvergerar till - for a < 1.
Enligt satsen, konvergerar serien till samma summa 1 Cesaros mening:

0o
E CLk =
k=1

For a > 1 dr serien divergent i den vanliga meningen. Vi undersoker om summorna konvergerar
i (C,1).Bildar
(@™ —1) —

oN = NZ a—l Na—-1?2 (a—1)

Vi far oy — oo da N — oo, dvs serien for a > 1 dr divergent i (C, 1) mening.

(C,1) fora < 1.

2( - 1) a

Mz

n:l

b). Vilken eller vilka av foljande formler definierar en tempererad distribution: 2p.
Tl =00 + [ 1= 2 (a)da
<1
T>[¢] = ¢( )dx

Motivera ditt svar!

Losning: Tempererad distribition 7" @r en avbildning 7" : & — C' som dr
1.) linjér.
2). kontinuerlig.
Lat oss borja med avbildningen 77. Den é&r vil definierad pa S, och dess injéritet 4r uppenbar.
For att verifiera kontinuiteten, betrakta en godtycklig foljd av funktioner ¢;(x) € S som kon-
vergerar till ¢(z) € S i Schwartzklassen. For denna foljd behdver vi visa att T¢[¢,,| — T [¢)] — 0.
Konvergensen i Schwartzklassen betyder att for varje fixerade heltal n > 0, £ > 0
(1) lim max(1 + |2])"]¢\" (z) — v® (2)] = 0.

j—oo z€R

Vi har: .
1T(6;] — T[]| < 16,(0) — w(0)] + / 11— 226} (x) — ¥/ ()|

Enligt (1) med k = n =z = 0, lim;_, [¢;(0) — ¢(0)| = 0.
Vidare, enligt (1) med £ = 1, n = 4 har vi:

lim max(1 + |2])*|¢)(z) — ¥/(2)| = 0,

j—oo zER
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Vi uppskattar den andra termen:

[ =) - v@le < [ L el 16 - o @)lds
4\ 11 — 'z = ‘1_552’ X
< mae (1-+[al) 105 0) ~ 0'@)) | e

Detta gar mot 0 da ; — oo eftersom den sista integralen &r begrinsad (den konvergerar enligt
.. . . 2
jamforelsekriteriet eftersom % < ?12)'

Formeln 75 definierar inte en tempererad distribution eftersom det finns funktioner i Schwartz-

klassen for vilka denna integral divergerar. Till exempel, ¢(z) = e € &8, men

niol = [ Sow)d.

[e.9]

divergerar.



