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FOURIERSERIER 

 

Definition 1. (Trigonometrisk serie) Ett utryck av följande form   

)]sin()cos([
2 1

0 xnbxna
a

n
nn 





 

är en trigonometrisk serie. 

 

Anmärkning: Första termen skriver vi som 
2

0a
av praktiska skäl som vi förklarar nedan.  

 

Definition 2.  Låt  )(xf  vara en T- periodisk funktion som är integrerbar på  intervallet 

 [–T/2, T/2]. Fourierserien för )(xf  är  

)]sin()cos([
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0 xnbxna
a

n
nn 





   

där 
T

2
    

och Fourierkoefficienterna  na och nb  ges av formlerna 





2

2

cos)(
2

T

T
n dxxnxf

T
a  ,         




2

2

sin)(
2

T

T
n dxxnxf

T
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Två frågor  dyker upp direkt efter definitionen:  

1.  För vilka x är Fourierserien konvergent?  
2. Är seriens summa lika med  )(xf  i de punkter där serien konvergerar? 

Svaret finns i nedanstående konvergenssatsen. 
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Definition 3. Vi säger att en funktion )(xf är styckvis kontinuerlig på intervallet [a,b] om 

följande gäller: 

1. )(xf är kontinuerlig på [a,b] förutom eventuellt i ändligt många punkter. 

2. Om c är en diskontinuitet i (a,b) då existerar vänstergränsvärdet )(lim xf
cx 

 och 

högergränsvärdet )(lim xf
cx 

i denna punkt.  (I ändpunkten a existerar högergränsvärdet och  i 

b existerar vänstergränsvärdet av )(xf ). 

 

 

KONVERGENSSATSEN för Fourierserien 

Sats1 (Th 11.2.1 i Zill-Wright) 

Låt )(xf  vara en T-periodisk funktion.  Anta att  både )(xf och )(xf  är styckvis 

kontinuerliga på ]
2

,
2

[
TT

  och att 

)]sin()cos([
2

)(
1

0 xnbxna
a

xS
n

nnf  




 

är Fourierserien som hör till )(xf . 

Då gäller följande: 

1. Fourierserien )(xS f  konvergerar  mot )(xf  i varje punkt  där funktionen )(xf är 

kontinuerlig.  

2. Om c är en diskontinuitet för )(xf  då konvergerar Fourierserien mot 
2

)()(   cfcf
, där  

)( cf = )(lim xf
cx 

 och )( cf = )(lim xf
cx 

 

Med andra ord gäller följande (om villkoren i satsen är uppfyllda):  

)()( xfxS f   om )(xf  är kontinuerlig i punkten x, 

2

)()(
)(  


cfcf
cS f  om c är en diskontinuitet för 



Armin Halilovic: EXTRA ÖVNINGAR     Fourierserier 

3 av 11 
 

Utveckling av udda och jämna funktioner  

1. Om  )(tf är en jämn funktion då är tntf sin)(  en udda funktion och därför är 

0sin)(
2 2

2

 


T

T
n dttntf

T
b  för alla n . I detta fall är tntf cos)(  en jämn funktion och 

därför är  


2

0

2

2

cos)(
4

cos)(
2

TT

T
n dttntf

T
dttntf

T
a . 

2. Om  )(tf är en udda  funktion då är (samma resonemang som ovan) 0na  medan 

 
2

0

sin)(
4

T

n dttntf
T

b . 

Sammanfattning för utveckling av udda och jämna funktioner:  

)(tf  jämn      
2

0

cos)(
4

T

n dttntf
T

a  ,         nb =0 

  )(tf  udda      
2

0

sin)(
4

T

n dttntf
T

b ,      na =0 

 

Anmärkning: Halvperiod 
2

T
 betecknas oftast med L  (ibland p som i Zill-Wright) 

=========================================================== 

ÖVNINGAR: 

Uppgift 1.      Låt
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tf

0,

0,2
)( ,     )()2( tftf    

Låt )(tS f  beteckna Fourierserien till )(tf . 

a)     Rita grafen till  )(tf i intervallet ]5,5[    och beräkna )3( f  and )3( fS  

b)    Bestäm Fourierserien till )(tf . 
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Uppgift 4.   Låt     tttf ,||)( ,   )()2( tftf    

a) Bestäm     Fourierserien för )(tf . 

b) Bestäm summan  ...
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Uppgift 5.  Låt    tttf ,)( ,      )()2( tftf    

a) Visa att  Fourierserien s(t)  till funktionen )(tf  är nt
n

ts n

n

sin)1(
2

)( 1

1






   

b) Beräkna summan ...
7

1

5

1

3

1

1

1
S  

Tips för b-delen: substituera 
2


t i nt

n
ts n

n

sin)1(
2

)( 1

1






  . 

Notera att 1)
2

1sin( 


, 0)
2

2sin( 


, 1)
2

3sin( 


, 0)
2

4sin( 


,… 

Svar:  b)   
4


 

 



Armin Ha

 

Uppgift
 Bestäm




tf )(

 Svar: 

 

======

Bestäm
udda el

  Anta a

Då är up

Anta att

där (xg

vi först 

C till re

Uppgift
 Bestäm

 

 

alilovic: EXTR

t 6. 
m den Fourie







tt 0,3

,2

tS f 1)( 

=========

mning av Fo
ller en jämn

att )( Cxf 

ppenbart S f

t vi kan skri

)x  är en  udd

bestämmer 

sultat dvs  o

t 7.  (KS 3 1
m den Fourie

RA ÖVNINGA

erserien till 





t 0
,      

n

3

4

3

1


 





=========

ourierserien
n funktion.

)(xgC  och

)( SCxf 

iva   

da funktion

 Fourierser

om vi använ

10 okt 2016
erserien till 

AR   

funktionen 

      2(tf 

n

n

co
3)1(

2


=========

n för en fun
. 

h att vi har b

)(xSg , där S

(f

. Då sparar 

rien )(xSg  f

nder  

(S f

6)  
funktionen 

  

8 av 11 

 

)()2 tf  

nt
)1(2

os




=========

nktion som

bestämt Fou

)(xS f  betec

()( gCx 

vi tid ( efte

för  funktio

)( SCx g

 

 

    

n

n (32)




=========

m skiljer sig 

urierserien S

cknar Fouri

)(x , 

ersom vi ber

nen )(xg oc

)(xg . 

nt
n

sin
)1

 

======== 

för en kon

)(xSg  för  f

erserien för

räknar enda

ch därefter a

Fou

nstant från 

funktionen g

r )(xf . 

ast en integr

adderar kon

urierserier 

en  

)(xg . 

al)  om 

stanten 

 



Armin Ha

 

Lösning

Grafen t

 

−2π

Metod 
symmet

)( xg

då är g(

Alltså u

 [efterso

Här är l

alilovic: EXTR

g:  

till )(tS f  k

−π

1. Vi ser att
trisk i origo

2

1
)( xf  





x
2/3

/3
)(

utvecklar vi 

om 
2

1
)(xg

ösningen so

RA ÖVNINGA

kan vi konstr

0

2

t funktionen
. Med andra


om

om

02

2

först funkti

 )(
2

1
xf

om finns på

AR   

ruera genom

2

π 2π

n är ”nästan
a ord, om vi






x

x

0

0
  e

ionen )(xg  


2

1
)(xS f 

nätet : 

  

9 av 11 

m att period

3π

n” udda. Om
i definierar 

en udda fun

och därefte

)(xSg  ]. 

disk utveckla

 

m vi drar gra
  

nktion. 

er adderar 1

a )(xf  

afen nedåt fö

/2  

Fou

för ½ då blir

urierserier 

r grafen 

 



Armin Ha

 

 

 

Metod 2

Vi beräk
mycket 

 

b)  T




0

2

T
a





0

1
1


d

For n




2
n T

a

alilovic: EXTR

2 för a dele

knar direkt 
mer beräkn

2  ,   




2

2

)(

T

T

dxxf

dx + 


 0

2
1

dx

1  we have 




2

2

cos()(

T

T

xf

RA ÖVNINGA

en:  

alla koeffic
ning (kanske

1
2


T


, 

  





xf (

2

2

x  =   



 )( dxxn  

AR   

cienter. Vi få
e 3-4 gånge

dx)   

1
2











xf )(

2

2

  

10 av 11 

får självklart
er längre ber

12    

dxnx)cos(

t samma sv
räkningstid.

   

ar som ovan
.) 

Fou

n, men  med

urierserier 

 

 

d 



Armin Halilovic: EXTRA ÖVNINGAR     Fourierserier 

11 av 11 
 





0

)cos(1
1


dxnx + 



 0

)cos(2
1

dxnx   

= 
0

sin1

 






n

nx
 + 



 0

sin
2

1






n

nx
 = 0. 

 


2

2

)sin()(
2

T

T
n dxxnxf

T
b  






dxnxxf sin)(

2

2
  





0

)sin(1
1


dxnx + 



 0

)sin(2
1

dxnx   

0
cos1

 






n

nx
 + 



 0

cos
2

1






n

nx
  

= 



n

n )cos(1 
 




n

n 1)cos(
2


      (notera att )cos()cos(  nn  ) 

= 



n

n )cos(1
 




n

n 1)cos(
2


       

= 





n

n )cos(33

n

n)1(33 
  

Därmed  har vi  

)sin()cos(
2

)(
1

0 nxbnxa
a

xS
n

nnf 




 = 







1

)sin(
)1(33

2

1

n

n

nx
n

 

(Självklart samma resultat som med metod 1 ovan, men med längre  beräkningstid) 
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b)  lösningen finns ovan. 

 

 

 

 

 


