Armin Halilovic: EXTRA OVNINGAR Fourierserier

FOURIERSERIER

Definition 1. (Trigonometrisk serie) Ett utryck av foljande form

% 4 Z[an cos(nQx) + b, sin(nQx)]

n=1

ar en trigonometrisk serie.

. ) : : a . ) e
Anmarkning: Forsta termen skriver vi som ?Oav praktiska skal som vi forklarar nedan.

Definition 2. Lat f(x) varaen T- periodisk funktion som ar integrerbar pa intervallet

[-T/2, T/2]. Fourierserien for f(x) &r

% +[a, cos(nQx) + b, sin(nQx)]

n=1
dar Q= 2—7[
T

och Fourierkoefficienterna a,och b, ges av formlerna

T
2

a, :$ .f f (x) cosnQxdx , b, = f (x) sinnQx dx
-T

n

=~
N"_|~_,N\—|

2

Tva fragor dyker upp direkt efter definitionen:

1. FOr vilka x &r Fourierserien konvergent?
2. Ar seriens summa lika med f (x) i de punkter dar serien konvergerar?

Svaret finns i nedanstaende konvergenssatsen.
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Definition 3. Vi séager att en funktion f (x) ar styckvis kontinuerlig pa intervallet [a,b] om
foljande géller:

1. f(x)ar kontinuerlig pa [a,b] forutom eventuellt i &ndligt manga punkter.

2. 0Om cér en diskontinuitet i (a,b) da existerar vanstergransvardet lim f(x) och
X—C—

hégergransvardet lim f(x) i denna punkt. (I &ndpunkten a existerar hogergransvardet och i

b existerar vanstergransvardet av f(x)).

KONVERGENSSATSEN for Fourierserien

Satsl (Th 11.2.1 i Zill-Wright)
Lat f(x) varaen T-periodisk funktion. Anta att bade f(x)och f'(x)ar styckvis
kontinuerliga pa [—%, TE] och att

S;(x)= a—2° + i[an cos(nQx) + b, sin(nQx)]

n=1
ar Fourierserien som hor till f(x).
Da galler foljande:

1. Fourierserien S, (x) konvergerar mot f(x) i varje punkt dar funktionen f(x)éar
kontinuerlig.

2. Om c ar en diskontinuitet for f(x) da konvergerar Fourierserien mot fe)+fle) , dar

f(cf):xliﬁr([l_ f(x) och f(c+):xliﬁrp+ f(x)

Med andra ord galler féljande (om villkoren i satsen ar uppfyllda):

S;(x)=f(x) om f(x) ar kontinuerlig i punkten x,

Sf(c):

w om c ar en diskontinuitet for
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Utveckling av udda och jdmna funktioner

1.0m f(t) &renjamn funktion da ar f(t) sinnQt en udda funktion och darfor ar
T

2
b, :T3 j f(t)sinnQtdt =0 for allan . | detta fall & f (t) cosnQt en jamn funktion och
-T

2
T
2

f(t) cosnQtdt = ;J‘ f(t) cosnQtdt .

0

darfor &r a, =

—|ro
N"_"—.N\—I

2.0m f(t) &renudda funktion da ar (samma resonemang som ovan) a, =0 medan
4 TE .
b, =?j f(t) sinnQtdt.

0

Sammanfattning for utveckling av udda och jamna funktioner:

f(t) jamn = a, = f(t) cosnQtdt , b =0

n

=]
O o | H

)
2
F(t) udda = bn=$jf(t)sinnmdt, a =0

0

Anmarkning: Halvperiod % betecknas oftast med L (ibland p som i Zill-Wright)

OVNINGAR:

T+2t, —7<t<0

, f@+27)=f(t
7—t, O0<t<~x ( 7) ®)

Uppgift 1.  Lat f(t) :{

Lat S, (t) beteckna Fourierserien till f(t).

a) Ritagrafentill f(t)iintervallet [-57, 5x] och berékna f(-37z) and S, (-37)
b) Bestam Fourierserien till f(t).
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Ldsning: a)
/ /’ -K /
\ /’//\ / \ // \ //\ // \ /
-5-// -4r -3;/ 2n -/ \‘ -// 2r  3n/ an 5;/
¢ ¢ -~ ° ]
f(-37)=-r,

S, (-3m)= | (3T [(9)

b) T=2r Q:%?:L

T

2 2 2 %
%=?juom=§;junm=
T -z

2

_

1 ¢ 1% r
— | (r+20)dt+ — | (zx —t)dt = 0+ —
”y ) ﬂﬂ ) 5
For n>1 we have

f (t) cosnQtdt = i.[f(t) cosntdt =
2z <.

—ro [

2
a, =—
T -

ol

0 V4
1 j(;r + 2t)cosntdt + 1'[ (wr—t)cosntdt = (Partial integration)
T Ty

1-cosnz _ 3-3cosnz _ 3-3(-1)"

_2-2cosnzx
n’r n’r n’r

n’r

T

2 ¢ ) 2 = )
b == | f({t)sinnQtdt = — | f(t) sinntdt =
=[O 21O

2

0 Ve
1 j(;z + 2t)sinntdt + 1j(;r —t)sinntdt = (Partial integration eller BETA)
T, Ty
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_ —l-cosnz 1 _ —cosnz _ --"
n n n n
Svar b)
_1\n+1
S (t)——+2a cos(nt) + b, sin(nt) = —+Z3 SCL’ cos(nt)+%sin(nt)

Uppgift 2. a) Bestdm Fourierserien till foljande funktion med perioden T=27

ft)=-2|t], —z<t<nrx
f(t+2x) = f(t).

b) I vilka punkter konvergerar serien till f(t) ?

Losning:
Period T=27, Q=2F_1
2

En jamn funktion = b, =0

0_

f(t)dt——j( 2t)dt——[t]0_ ,

O ——yro |

4
T

T
2

a, :i.[ f (t) cosnQt dt :iI—Zt cosntdt:jjt cosntdt =
T 2r V4

0

(BETA eller partiellintegration)

~4((=)"-1)

-4 1 L
—-—[cosnt+ntsinnt] = 2
7 n 0 N

Alltsa a, :Ll)z_l)
n

s(t)= -7+ i%cos(n t)
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Svar: a) s(t)=-r7+ EL?;_Dcos(n t)
T

n=1

b) Funktionen &r kontinuerlig och har styckvis kontinuerlig derivata. Darmed &r alla krav for
konvergenssatsen uppfyllda. Eftersom f(t) ar kontinuerlig i alla punkter sa konvergerar

serien mot f(t) forallat. Alltsa s(t)= f(t) forallateR .

Uppgift 3. Lat

f(y=2t, —z<t<z , f(t+27)=f(t)
T [{ i I‘(t. I
/ / / /
f _f" Ir/
§ / ’,f; K;fl .";/
/ // ' / ' J,“’
/ n Zrx 3m 4rx ;s’ -
/. / // /
/ / // //
6{- n 0/ ¢ ® ™

103x
2

i) Bestim a) f(llr), b) f(%n) o) f (-2

ii) Bestdm  Fourierserien s(t) till funktionen f (t).

iii) Bestim  a) s(%) b) s(z), s(37)
Svar: i) a) -2r b)=n C) -7
4 .
iy S(t)=) —(-1D"*sinnt
n=1 N
iii) Notera att bade funktionen och derivatan ar styckvis kontinuerliga (dvs vilkorna for
konvergensen ar uppfyllda)
a) s(%) = f(%) :2?” eftersom funktionen ar kontinuerlig i punkten %

b) Funktionen &r inte kontinuerlig i punkten 7, darfor s(z) =
f(r)+ f(n,) 27+(27) 0
2 2

0

¢) s(37) = 2w +;—27r) _
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Uppgift4. Lat f(t)=t| , —z<t<mz, f(t+27)=1(t)

a) Bestam  Fourierserien for f(t).

b) Bestam summan i+—2+i2+i2...
1?3 5 7

Svar: a)

S;(t)= %+§2((_1r)]#cosnt

eller S (t)_Z_i(CiZSt+C%823t+co5325t+mj

Substituera t =0 i ovanstdende serie
z 4(1 1 1
fO="-——|5+5+5+.|=
© (12 3% 52 j

r 4(1 1 1
= | Sttt D
2 7\1* 3 5?

T 4 1 1 1
— = 2+—2+—2+... =
z\1° 3° 5

2

”_[iiij

8 \1* 3° 5?
7[2

Svar: b) —
8

Uppgift5. Lat f(t)=t, —z<t<z , f({t+27)= (1)

a) Visa att Fourierserien s(t) till funktionen f (t) ar s(t) = Zg(—l)””sin nt
n=1 n

b) Berdkna summan S :1—1+1—1+...
1 3 5 7

Tips for b-delen: substituera t_—| s(t) = Zi( )™ sinnt .

n=1

Notera att sin(l-%) =1, sin(Z-E) -0, sin(3-%) =1, sin(4-%) =0,...

Svar: b) Z~
4
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Uppgift 6.
Bestdm den Fourierserien till funktionen
2, —n7<t<0
f(t)= , f(t+27)= f(t
® {a,ost<n (t+2m) =1

a—nz—saxnt+a—n ~2-37(-1)

=~ nz

sinnt

NgE

Svar:  S,(t) :1+3T7T+

Bestamning av Fourierserien for en funktion som skiljer sig for en konstant fran en
udda eller en jamn funktion.

Antaatt f(x)=C + g(x)och att vi har bestamt Fourierserien S (x) for funktionen g(x).
Da ar uppenbart S, (x) =C + Sy(x), dar S;(x) betecknar Fourierserien for f(x).
Anta att vi kan skriva
f(x)=C+9(x),

dar g(x) ar en udda funktion. Da sparar vi tid ( eftersom vi berédknar endast en integral) om
vi forst bestammer Fourierserien S (x) for funktionen g(x) och dérefter adderar konstanten

C till resultat dvs om vi anvander

S, (X)=C+5,(x).

Uppgift 7. (KS 3 10 okt 2016)
Bestdm den Fourierserien till funktionen

1) Betrakta funktionen

: 2 f0<z<nw
‘H,r} - 1 i it g

a) Bestdm Fourierserien for f i intervallet (—m, 7). |2|:|

b) Berikna Fourierseriens summa i x = 37 /2. [1p]
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Ldsning:

Grafen till S, (t) kan vi konstruera genom att periodisk utveckla f(x)

o—--0 o——-0
[ ] [ ] [ ] [ ] [ J
} | 0 } | I »
_on - T 2n 3n
o——-0

Metod 1. Vi ser att funktionen &r "nastan” udda. Om vi drar grafen nedat for % da blir grafen
symmetrisk i origo. Med andra ord, om vi definierar

TORRIORE:

-3/2 om —-7z<x<0
3/2 om 0<x<nrxw

daar g(x)= { en udda funktion.

Alltsa utvecklar vi forst funktionen g(x) och darefter adderar 1/2
1 1
[eftersom g(x) +E =f(X)= S;(x)= > +5,(x) 1.

Har &r l6sningen som finns pa natet :

1) a) Observera att f(r)——, —7 < r < m ar en udda funktion varfor dess Fourierserie

9
WA . - .
'HJ]_S_E I SIN T2,

H:i

il 8 | , 8 b
/ (f () — —)) sinnr dr = = / 5 Sinnr dxr
Jo = T Jo <

[ t'll.'-%h‘,l'jl"" 3(1 —cosnm)  3(1—(-1)")

blir en sinusserie,

dar

1o

n 0 nmw nmw
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Konvergenssatsen for Fourierserier ger nu att

f(x) :%* st — 1) —————sinnu, (1)
Z nim

n=

om —7 < xr < 7w, x # 0. Alltsa blir svaret

oy L e SR
_/(-*):E—FZTHIIH.:.

n=1

b) Hogra ledet i (1) dr periodisk med perioden 27. Om vi utvidgar f periodiskt
med perioden 27 sa géller (1) Or alla « # knw, k € Z. 1 & = kr [ar vi
: o . . 3T
sprangdiskontinuiteter. Alltsa ar seriens sumimna i =

R

Metod 2 for a delen:

Vi beraknar direkt alla koefficienter. Vi far sjalvklart sasmma svar som ovan, men med
mycket mer berakning (kanske 3-4 ganger langre berakningstid.)

b) T=2r, Q=2T—7T:1,

T
2 7 2 ¢
aoz?J;f(x)dx: E_J'f(x) dx =
7 V4
0 V.4
l'[—ldx+ l'|‘2dx= —£+2—ﬂ:—1+2:1
T T T

For n>1 we have
T
a, = 2 i f (x) cos(nQx)dx = 2 ][' f (x) cos(nx)dx =
T 27 2

2
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Fourierserier

0 V4
1 j—lcos(nx) dx + lIZCos(nx) dx
”—ﬂ T 0
. 0 . T
_ 1[_smnx} +1[Zsmnx} _ 0.
Vs n |, =z n |

b, =

f(x)sm(an)dx = —j f(x) sinnxdx =

n

—||r\J
l\)‘_|'—.l'\)‘—|

0 V4
1 j—lsin(nx) dx + l'|‘Zsin(nx) dx
7[—7[ 4 0

1 [cos nx T 1 [ coSnXx }”
- + = -2
Ll n | & n |

_ 1-cos(-nz) _,cos(nz)-1 (notera att cos(—nx) = cos(nz))
nx 14

_ 1-cos(nz) _,cos(nz)-1
W/4 Nz

_ 3-3cos(nz) _ 3—3(-1)"
Nz Nz

Dérmed har vi
S;(x)= %, Zan cos(nx) + b, sin(nx) =1 + Zwsin(nx)
2 n=1 2 n=1 nz
(Sjalvklart samma resultat som med metod 1 ovan, men med langre berdkningstid)
Svar a) S, (x) = 1 Z 3( Ok sin(nx)

=1

b) l6sningen finns ovan.
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