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FOURIERSERIER 

 

Definition 1. (Trigonometrisk serie) Ett utryck av följande form   

)]sin()cos([
2 1

0 xnbxna
a

n
nn 





 

är en trigonometrisk serie. 

 

Anmärkning: Första termen skriver vi som 
2

0a
av praktiska skäl som vi förklarar nedan.  

 

Definition 2.  Låt  )(xf  vara en T- periodisk funktion som är integrerbar på  intervallet 

 [–T/2, T/2]. Fourierserien för )(xf  är  

)]sin()cos([
2 1

0 xnbxna
a

n
nn 





   

där 
T

2
    

och Fourierkoefficienterna  na och nb  ges av formlerna 





2

2

cos)(
2

T

T
n dxxnxf

T
a  ,         




2

2

sin)(
2

T

T
n dxxnxf

T
b   

 

Två frågor  dyker upp direkt efter definitionen:  

1.  För vilka x är Fourierserien konvergent?  
2. Är seriens summa lika med  )(xf  i de punkter där serien konvergerar? 

Svaret finns i nedanstående konvergenssatsen. 
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Definition 3. Vi säger att en funktion )(xf är styckvis kontinuerlig på intervallet [a,b] om 

följande gäller: 

1. )(xf är kontinuerlig på [a,b] förutom eventuellt i ändligt många punkter. 

2. Om c är en diskontinuitet i (a,b) då existerar vänstergränsvärdet )(lim xf
cx 

 och 

högergränsvärdet )(lim xf
cx 

i denna punkt.  (I ändpunkten a existerar högergränsvärdet och  i 

b existerar vänstergränsvärdet av )(xf ). 

 

 

KONVERGENSSATSEN för Fourierserien 

Sats1 (Th 11.2.1 i Zill-Wright) 

Låt )(xf  vara en T-periodisk funktion.  Anta att  både )(xf och )(xf  är styckvis 

kontinuerliga på ]
2

,
2

[
TT

  och att 

)]sin()cos([
2

)(
1

0 xnbxna
a

xS
n

nnf  




 

är Fourierserien som hör till )(xf . 

Då gäller följande: 

1. Fourierserien )(xS f  konvergerar  mot )(xf  i varje punkt  där funktionen )(xf är 

kontinuerlig.  

2. Om c är en diskontinuitet för )(xf  då konvergerar Fourierserien mot 
2

)()(   cfcf
, där  

)( cf = )(lim xf
cx 

 och )( cf = )(lim xf
cx 

 

Med andra ord gäller följande (om villkoren i satsen är uppfyllda):  

)()( xfxS f   om )(xf  är kontinuerlig i punkten x, 

2

)()(
)(  


cfcf
cS f  om c är en diskontinuitet för 
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Utveckling av udda och jämna funktioner  

1. Om  )(tf är en jämn funktion då är tntf sin)(  en udda funktion och därför är 

0sin)(
2 2

2

 


T

T
n dttntf

T
b  för alla n . I detta fall är tntf cos)(  en jämn funktion och 

därför är  


2

0

2

2

cos)(
4

cos)(
2

TT

T
n dttntf

T
dttntf

T
a . 

2. Om  )(tf är en udda  funktion då är (samma resonemang som ovan) 0na  medan 

 
2

0

sin)(
4

T

n dttntf
T

b . 

Sammanfattning för utveckling av udda och jämna funktioner:  

)(tf  jämn      
2

0

cos)(
4

T

n dttntf
T

a  ,         nb =0 

  )(tf  udda      
2

0

sin)(
4

T

n dttntf
T

b ,      na =0 

 

Anmärkning: Halvperiod 
2

T
 betecknas oftast med L  (ibland p som i Zill-Wright) 

=========================================================== 

ÖVNINGAR: 

Uppgift 1.      Låt











tt

tt
tf

0,

0,2
)( ,     )()2( tftf    

Låt )(tS f  beteckna Fourierserien till )(tf . 

a)     Rita grafen till  )(tf i intervallet ]5,5[    och beräkna )3( f  and )3( fS  

b)    Bestäm Fourierserien till )(tf . 
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= 
2


 

dtnts   

dt =  (Partial

n
= 

2
(33

n



dtnt   

t =  (Partial 

l integration


)1 n

 

integration 
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Svar  b
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
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
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Uppgift 4.   Låt     tttf ,||)( ,   )()2( tftf    

a) Bestäm     Fourierserien för )(tf . 

b) Bestäm summan  ...
7

1

5

1

3

1

1

1
2222

  

Svar:  a)   

nt
n

tS
n

n

f cos
)1)1((2

2
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1
2










 

eller     





  ...

5

5cos

3

3cos

1

cos4

2
)(

222

ttt
tS f 


 

Substituera  0t  i  ovanstående serie  







 







 







 







 

...
5

1

3

1

1

1

8

...
5

1

3

1

1

14

2

...
5

1

3

1

1

14

2
0

...
5

1

3

1

1

14

2
)0(

222

2

222

222

222











f

 

Svar:   b)   
8

2
   

Uppgift 5.  Låt    tttf ,)( ,      )()2( tftf    

a) Visa att  Fourierserien s(t)  till funktionen )(tf  är nt
n

ts n

n

sin)1(
2

)( 1

1






   

b) Beräkna summan ...
7

1

5

1

3

1

1

1
S  

Tips för b-delen: substituera 
2


t i nt

n
ts n

n

sin)1(
2

)( 1

1






  . 

Notera att 1)
2

1sin( 


, 0)
2

2sin( 


, 1)
2

3sin( 


, 0)
2

4sin( 


,… 

Svar:  b)   
4


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



0

)cos(1
1


dxnx + 



 0

)cos(2
1
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 

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
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 
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(Självklart samma resultat som med metod 1 ovan, men med längre  beräkningstid) 
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b)  lösningen finns ovan. 

 

 

 

 

 


