Armin Halilovic: EXTRA OVNINGAR Véarmeledningsekvationen

VARMELEDNINGSEKVATIONEN

Vi betraktar foljande PDE

2
e l;f:;,t) _ augt(,t) _ 0<x<L t>0 (ekvl)

, dar k>0 ar en konstant.

Ekvationen (ekv1) kan bl. annat beskriva virmeledningen i en tunn stav dir u(X,t) betecknar

temperaturen i punkten x vid tiden t.

— |

0 L

v

darfor namn” viarmeledningsekvation”.

Randvardesproblemet bestar av (ekv 1) och tre villkor exempelvis:

Villkor 1:  u(0,t)=0, forallat>0, Villkor2: u(L,t)=0 forallat>0,
och

Villkor 3: u(x,0)= f(x) for 0<x<L.

Villkor 1 och 2 betyder da att temperaturen=0 i stavens dndpunkter for alla t>0.
Villkor 3 (begynnelsevillkoret) visar varmefordelning vid tiden t=0.

Vi betraktar fo6ljande randvardesproblem:

Bestdm u(Xx,t) som uppfyller virmeledningsekvationen

K o’u(x,t) _ ou(x,t) , O<x<L t>0 (ekvl)

ox’ ot
och foljande villkor:
V1: u(0,t)=0, forallat>0, V2. u(L,t)=0 forallat>0.

V3: u(x,0)= f(x) for 0<x<L,

déar f(x)ér en given funktion.

Om f(X)=0 da har problemet den triviala 16sningen u(x,t)=0. I fortsdttning antar vi att
f(x) inte ar identisk 0. Darmed forkastas I6sningen u(x,t) = 0 eftersom den inte uppfyller

V3 (och bidrar med 0 i summan av produktlésningarna som vi bildar i Fouriermetoden).
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Armin Halilovic: EXTRA OVNINGAR Véarmeledningsekvationen

Anmarkning: Tecknet = betyder “identisk lika”.
Losning till ovanstaende randvardesproblem:
Vi borjar med produktansatsen och variabelseparation. Lat
u(x,t) = X(x)Y (). (P1).
Vi substituerar P11 (ekv1l) och far
KX"(X)Y (1) =Y'(t)X(x) eller

X"(x) 1 Y'(t)
X(x) Kk Y(t)

*)

Eftersom vénsterledet beror av X och hogerledet enbart av t, maste de vara konstanta och ha
samma vérde som vi betecknar med — 4. (Vi betecknar konstanten med — A4 for att
efterlikna beteckning i kursboken, annars kan vi anvénda A .)

Alltsa
X _1YM® __ (**) dar A ér ett reellt tal (just nu vilket som helst).
X(x) k Y(t)

Fran (**) far vi tva enkla ODE med konstanta koefficienter:

X' _ 3 oen LY ®
X (X) K Y(t)

-4 férvi
X"+ AX =0 (ekv a)
och
Y'+AkY =0  (ekv b).
Losningen till (ekv a) beror pa A. Vi betraktar tre fall A=0, 4 <0 och 4>0
I) Om A =0 blir ovanstaende ekvationer
X"=0 ochY'=0 som ger
X=Ax+B ochY =C.
Darmed blir u(x,t) = X(X)Y (t)=C(AX + B) (notera att CA &r en konstant)
eller u(x,t)=Ax+B

I1) Om A < Okan vi av praktiska skill beteckna A = —a” dir « 4r ett positivt tal.

Fran (ekv a) fair vi X" —a’X =0som gor X = Ae™ + Be ™ .
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Frain  (ekvb)harvi Y'—Kka’Y =0 som ger Y = Ce ™t

Diarmed  U(X,t) = X (X)Y (t)=( Ae” + Be *)e*“", dir a >0

III) Om A > Okan vi beteckna A = a” dir « ir ett positivt tal.

Fran (ekv a) far vi X"+ a’X =0som gor X = Acos(ax) + Bsin(ax) .
Frain  (ekvb)firvi Y +Kka’Y =0 somger Y = Ce .

Diarmed u(x,t) = X(X)Y (t)=( Acos(ax) + Bsin(ax)) et dir ¢ >0
Sammanfattningsvis har vi fatt foljande produktlosningar till (ekv1):

I) u(x,t)=Ax+B (om A=0)

1) u(x,t)=(Ae” +Be *)e*", dir a >0

) u(x,t) =( Acos(ax) + Bsin(ax)) gkt , dir @ >0 (just nu vilket som helst positivt tal).
Fréagan ér vilka av ovanstaende 16sningar uppfyller ocksa villkoren V1,V2 och V3.

( Vi ska snart visa att endast fall 3 dr intressant for oss i detta problem eftersom I och II leder
till den triviala 16sningen u(x,t)=0

Vi borjar med s. k. homogena villkor V1 och V2 (som har 0 i hogerled) .
Forst anpassar vi V1 och V2 till var produktlosning.

Eftersom u(x,t) = X(x)Y (1) kan vi skriva

V1: u(0,t)=0, forallat>0, som  X(0)Y(t)=0 forallat>0.

Detta ger X (0)=0celler Y (t)=0. Men, eftersom Y (t)=0 ger u(x,t)=0 kvarstar att
X(0)=0.

P& samma sétt drar vi slutsats att V2: u(L,t)=0 foralla t>0, medfor X (L)Y (t)=0och
ddrmed X(L)=0.

Nu undersoker vi vilka produktldsningar som uppfyller
V1’ X(0)=0 och V2’: X(L)=0.

[) Om X = Ax+ B da far vi frin V1’ och V2’ att B=0 och A=0. Dérfor blir X = 0 som ger
den triviala 16sningen U(X,t) = 0. Dirmed utesluter vi typ I 16sningar.

Pé liknande sétt kan vi visa att typ II I6sningar ocksa leder till u(x,t) =0 eftersom
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A+B=0
Ae® +Be ™™ =0

medfor A=0, B=0 (eftersom e~ #0 och e #0) som ger X=0 och u(x,t)=0. Dirfor
uteslutas fall II.

Kvarstar 10sningar av typ III dvs X = Acos(ax)+ Bsin(ax). Vi ska bestimma alla virden pa
a sd att X uppfyller bdde V1’ och V2°.

V1’: Fran X(0)=0har vi Acos(0)+ Bsin(0)=0= A=0.
Alltsa X = Bsin(ax).
V2’: Fran X(L)=0 har vi Bsin(al)=0.

Hiarav sin(al)=0 (eftersom B=0 leder till triviala ldsningen) , och darfor

a=nr=a= nT” dir n=1,23,4,... (noteraatt o >0 enligt antagande).

Dérfor ar X = Bsin(nT7Z X) och darmed

nz

-k t
u(x,t)= XY =Be ( - ] sin(nT7r X) diar n=1,2,3,4,... (och B en konstant vilken som hels).

L

(7Y
Funktionerna u(x,t) = Be [ ] sin(nT7Z X) uppfyller (ekv1) och homogena villkor V1 och

V2. Samma giller for en linjir kombination av sddana funktioner (eftersom ekvationen och
tvd villkor V1,V2 dr homogena). Sddana l6sningar (generellt) uppfyller inte villkor 3 dvs
villkoret

u(x,0)= f(x) for 0<x<L.
Vi ska undersdka om vi kan bilda en oédndlig serie (med obestdmda koefficienter C,)

u(x,t)= icne_k[LJ tsin(nTﬁx)

sa att serien uppfyller villkor 3. Substitutionen av serien 1 villkoret

u(x,0)= f(x) for 0<x<L, far vi

Sc, sin(”T” X)= f(x). (ekv2)
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Frén (ekv2) ser vi att ¢, dr Fourierkoefficienter vid utveckling av f(X) i sinusserie pé

intervallet [0,L]. (Notera att Q = % och T = 25” = 2% =2L).

L

Med andra ord bestammer vi

n

S o |

L
c :$ f(x) sin(an)dx=iJ;f(x) sin(”T”x)dx

nrz

o -k t
och dérefter u(x,t)= che [ L] sin(nT”X)-

n=1

Exempel 1.

a) Bestdm u(x,t) som uppfyller virmeledningsekvationen

2
158 u(x,t) _ ou(x,t)

, 0<x<2, 1>0 (ekvl)

ox’ ot
och foljande villkor:
V1: u(0,t)=0, forallat>0, V2. u(2,t)=0 forallat>0.

V3: u(x,0)=x for 0<x<2,

b) Samma uppgift som ovan med nytt

V3: u(x,0) =28 sin(%Z X)+43sin(42x) for 0<x<2,

Losning:
a) I vart fall ar L=2 (och ddrmed perioden T=4), k=15, f(X)=X

Vi upprepar ovanstdende hérledning (gor detta varje gdng du I8ser en virmeledning ekv) och
far

2
nrz

u(x,t)= icne_k[LJ tsin(nTﬁx).
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Koefficienterna C, bestdms sd att
- . Nrx
D ¢, sin(=—x) = f(x).
n=1 L
dvs ¢, dr Fourierkoefficienter vid utveckling av f(X) i sinusserie pé intervallet [0,L].

L

Med andra ord bestimmer vi

.
4% . 4 . N«
c, =—| f(x)sin(nQx)dx = —| f(X) sin(—x)dx
nTl()( ) 2L{()(L)
2 _1\n+1
=2 [x sin(Y x)dx = (part int eller BETA) = 2D
49 2 nr
© _ ”lzt _1\h+l
Déarmed u(X,t)=ZCne ["] sin(nTﬂX)= (subs: k=15, L=2 och Cn=—4(n1) )
n=1 T
) 1\l —ISn—”Zt
:z&e (LJ sin(n—ﬂx).
= Nz 2
4( 1)n+1 _IS(L) nr
Svar: a) u(x,t) = z s1n(7x).

b) Anmarkning ( Ett speciellt fall) Om vi ska utveckla f(X) i en sinusserie pa
halvintervallet[0,L] och om f(X) redan dr en linjar kombination av sinusbasfunktionerna

. Nx o . . . . . o
sm(T X) dé kan vi helt enkelt bestimma c, genom att identifiera koefficienter som star
framfor lika basfunktioner. Detta gor vi i denna exempel.

(Liknande giller vid utveckling i cosinusserie av en funktion som ir en linjdr kombination av
cosinusbasfunktionerna.)

Vi gor pd samma sitt upp till anvéindning av Villkor 3.

Alltsi u(x.t) = Z‘O:cne_k[LJ t sin(”T” X).

n=1
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Koefficienterna C, bestdms sd att

S, sin(”T”x)= f(x) dvs s att

n=1

S, sin(n% X) = 28 sin(%z X) + 43sin(47x)

n=1
Den har gangen ar f(x) redan en linjar kombination av nagra (tva i vart fall)
basfunktioner sin(nT” X), Vibehover INTE anvinda formeln for utveckling i sinusserie utan

vi helt enkelt jamfor koefficienter pa bada sidor:

sin%r X ar lika med sin(r]77Z X) for n=3 darfor c,=28

sin(47x) = sin%{ ar lika med sin(%r X) for n=8 darfor c,=43

Alla andra koefficienter dr 0 dvs ¢, =0om n#3och n#8
Dérfor ar

nz ) 3r 8z

u(x,t):icne_k( ‘) tsin(”T”x)z c3e_(LJ sin(STﬂX)+Cge_(Lj sin(ST”x)
n=1

3z 8z )’

_28e (thsin(%x)+43e_ ) sin(%zx)

£l |87

Svar b) u(x,t) = 28e ) sin(%rx)+43e_ (7] sin(%zx)

Uppgift 1. Bestam u(X,t) som uppfyller virmeledningsekvationen

2lu(xt) _au(x,b

14 5
OX ot

, 0<x<2, t>0 (ekvl)

och foljande villkor:

V1. u(0,t)=0, forallat>0, V2. u2,t)=0 forallat>0.
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1 for0<x<1
0 forl<x<?2

V3: u(x,0)= f(x) :{
Ldsning:

Vianviander u(x,t)= X(x)Y(t), separerar variabler och far
X"+AX =0,

X(0)=0, X(L)=0

och Y'+ AkY =0

Vi har tre mojliga 16sningar till X och Y:

I) X=Ax+B , Y=C (om A=0)
) X =Ae” +Be™*, Y =Ce" dir >0, A=-a
) X = Acos(ex) + Bsin(ex), Y =Ce ™" dir >0 A=a’.

Sammanfattningsvis har vi fatt féljande produktlosningar till (ekv1):

I) u(x,t)=Ax+B (om 4=0)

1) u(x,t)=( Ae” +Be *)e*“", dir a >0

) u(x,t) =( Acos(ax) + Bsin(ax)) gt , diar ¢ >0 (just nu vilket som helst positivt tal).

Fragan ar vilka av ovanstdende 16sningar uppfyller ocksé villkoren V1,V2 och V3.

Villkoren V1: u(0,t)=0, forallat>0, V2. u2,t)=0 forallat>0.

ger X(0)=0,  X(L)=0 eliminerar forsta 2 fall (de gor triviala 16sningar). Kvarstér
X = Acos(ax)+ Bsin(ax),

Vi substituerar X(0)=0 och far Acos(0)+ Bsin(0) =0 dvs A+0=0 ddrmed A=0 och

X = Bsin(ax).

Nu substituerar vi X(L)=0 och far Bsin(alL)=0som ger oL =nz = a = anr dar

n=1234,. (dira>0 A=a%).
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Alltsa X =B sin(nT7r X) dir n=1234,... (och a >0 enligt antagande).
. . Nrm —k(nf[j t .
Funktionerna u(x,t) = XY =B sm(T X)e uppfyller (ekv1) och homogena villkor V1

och V2.

2
nzr

. ) = —k(Tj vt nrx N o )
Vi bildar serien u(x,t)= ZCne sm(T X) och bestimmer c, sd att Villkor 3

n=1

dvs u(x,0) = f(x) ar ocksé uppfylld.
Alltsd Yc, sin(”T” )= f(x).
n=1

Med andra ord &r ¢, Fourierkoefficienter vid utveckling av f(X) i sinusserie pa intervallet
[0,L]. (Notera att Q= % och T = 2z = 27 =2L).
L Q 7
L
Dérfor
2

£ (x) sin(NQx)dx = % [t sin(”T” X) dx

0

4
C,=—
T

S m—yro |

( L=2 i vért fall men funktionen &r 0 for 0<x<2)
1 1

A sin ™ dx = | =2 cos™ ) | = 22 cos(MEy -

0

o 7Y _
Slutligen u(x,t)= Y c.e [L] sin(nT”x)= k=14, L=2, c, =—n2{cos(—n2” )—1})
T

n=1
uxt) =Y 2 1-cos(2%) Rk sin("% x)
T “nrx 2 2

s L
Svar: u(x,t) =) —|1- —)le ‘2 —X
(X, ;nn{ cos( > )} sin( ; )
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Anmarkning . Homogena villkor V1, V2, i randvardesproblem for en virmeledningsekvation

. s . ... Ou
kan anges i andra former. Tex om staven ar isolerad i punkten x=0 da ar x =0.
X x=0
o . ... Ou
Om staven &r isolerad i punkten x=L dé ar = 0.
X x=L

Da éndras homogena villkor till

M o forallatso, va: M

Vi: —
OX|y—o OX

=0 forallat>0

x=L

Sadana villkor leder till en cosinusserie som vi ser i nésta uppgift.

Uppgift 2.

a) Los foljande randvardesproblem

o’u(x,t) _ du(x,b)

k , O0<x<L, t>0 (ekvl)

ox’ ot
och foljande villkor:
Vl1: au =0 forallat>0, V2: au =0 forallat>0
OX|y—o OX |y

V3: u(x,0)=f(x), O<x<L

b) L6és samma problem om k=5, L=10, f(x)=1+X
Losning:

Vianvinder u(x,t)= X(X)Y (1), separerar variabler och far
X"+AX =0,

X(0)=0, X(L)=0

och Y'+ kY =0

Vi har tre mojliga 16sningar till X och Y:

) X=Ax+B , Y=C Y =Ce" (om A=0)
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II) X =Ae” +Be ™, dir >0, A=-a’

II) X = Acos(ax)+ Bsin(ax), Y =Ce ™ dira>0 A=a’.

Sammanfattningsvis har vi fatt féljande produktlosningar till (ekv1):
I) u(x,t)=Ax+B (om 4=0)
1) u(x,t)=(Ae” +Be *)e*", dir a >0

) u(x,t) =( Acos(ax) + Bsin(ax)) et dir ¢ >0 (just nu vilket som helst positivt tal).

Fragan ir vilka av ovanstdende losningar uppfyller ocksa villkoren V1,V2 och V3.

Villkoren @ =0 forallat>0, V2. Q =0 forallat>0

Xly=o XlyoL
ger
V1’ X'(0)=0, ochV2’ X'(L)=0 (*).
(Villkorna V1 och Ve eliminerar endast fall IT som vi ser nedan.)

FallI) Fran X = Ax+B harvi X'=Asdatt X'(0)=0 ger A=0 samtidigt X'(L)=0ger

igen A=0. Déarfor X =B ir en (icke trivial) konstant 16sning som satisfierar ekvl, V1 och V2.

Fall IT) leder endast till triviala 16sningen X=0 och dédrmed forkastas.

Kvarstér IITI) X = Acos(ax) + Bsin(ax),

Héirav X' =—caAsin(ax)+ aB cos(ax) .

Fran V1’ dvs fran X'(0) =0 har vi — @Asin(0) + aB cos(0) = 0 som ger B=0.
Darmed X = Acos(ax) (och X'=—cAsin(ax)).

Fran V2’ dvs fran X'(L)=0 far vi nu — @Asin(ax) =0 . Hirav
Nz v 2
aL=nx dvs a=T, dir n=1,2,34,... (a>0 A=a").
Dérmed X = Acos(nT;Z X)
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k[ 7
Produktldsningar u(x,t) = Acos(nTﬂ X)e ( Lj uppfyller ekvl,V1 och V2.

o M) N
Vi bildar serien u(x,t) = che [ - j cos(Tﬁ X) och bestimmer c, s att Villkor 3
n=0

dvs u(x,0) = f(x) ar ocksa uppfylld.
Notera att n=0 ar ocksa inkluderad i summan eftersom vi utvecklar i cosinusserie och

dessutom en konstant funktion &dr I6sning enligt I).

Altsa ch cos(nT” X)= f(x).
n=0

Med andra ord &r ¢, Fourierkoefficienter vid utveckling av f(x) = 2 + Za cos(— X) 1
n=0

cosinusserie pa intervallet [0,L]. (Notera att T=1L, Q= i—t :% ).

Dérfor

T
=L ij.f(x)dx
2 2TY

2
C,=4a, :éj' f(x) cos(nQx)dx, n=1,2.3,....

0

2
nr

Nar vi bestimmer C, da dr u(x,t) = icne_ ( L) cos(—x) C +ZC e k(T) tcos(nTﬂx) '

n=0 n=1

.
© —k nz Zt E
Svar a) u(x,t)= > c.e (Lj cos(nTﬂx) dér cnzéjf(x) cos(NQx)dx ..
n=1 0
o . T T
b) Om k=5, L=10, f(x)=1+xfarvi (T=2L) Q:I:E

a, 1 4
C0=_=__
2 2T

S —pro |

1 47
f(X)dx=—-—|(1+x)dx=6
(X) 22{ )
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4" nz
¢ =— | (1+X) cos(— X)dx = ( berdkna sjalv)=
. 20{( ) cos(-X)dx = ( jilv)

nz?

o _1\" _ —k n 2t
Ditor u(x) -6+ 3 20D =D (t) os(EX)
n=0 4

0 _ n _ —k ni zt
Svar: u(x,t):6+ZWe (L) COS(n_sz) .
pry Nz L
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