Armin Halilovic: EXTRA OVNINGAR Laplace-ekvationen

LAPLACES EKVATION

Vi betraktar foljande PDE

2 2
culy)  Guly) _
OX oy

som kallas Laplaces ekvation.

, O<x<a, O<y<b (ekvl)

Ekvationen (ekvl) kan beskriva en s.k. stationdr tillstand (steady-state) for en fysikalisk
process.

Randvéardesproblemet bestéar av (ekv 1) och fyra villkor som innehaller varden av
funktionen (eller dess derivator) langs de fyra sidorna av rektangeln 0 <x<a, 0O<y<b.

\4

For att l0sa ett sadant randvardesproblem anvander vi féljande tre steg:

Steg 1. Med hjalp av variabelseparation bestdimmer vi alla produktldsningar
u(x,y) = X(x)Y(y) .

Steg 2. Bland lésningar som vi far i steg 1, valjer vi de som uppfyller givna homogena villkor,

(sddana betecknar vi med u,(X,y))

Steg 3. Slutligen bildar vi en odndlig summa u(x, y) = Zun(x, y) av lésningar i steg 2 och

bestammer koefficienter sa att u(x, y) uppfyller det icke-homogena villkoret (eller de icke-
homogena villkoren)

Anmarkning 1. Funktionen u(x,y)=04r en I6sning (den triviala I6sningen) till ekvationen

och homogena villkor men inte till icke-homogena villkor. | fortsattning antar vi att minst ett
villkor &r icke-homogen, Darmed forkastas I6sningen u(x,y) =0
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Anmarkning 2. | ndgra uppgifter med Laplaces ekvation ar det lampligt att anvanda
hyperboliska funktioner cosh(x) och sinh(x) som definieras enligt foljande

X

e —e€

def eX +e7X =X
cosh(x) = 5

def
och  sinh(x) =

Med andra ord &r cosh(x) ar medelvérdet av e* och e™*,

medan ar sinh(x) medelvardet av e* och —e ™. Detta ger att vi enkelt ritar grafen till
funktionerna:
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— —exp(x) — — exp(-x) — — exp(x) — — -exp(-x)
cosh(x) = sinh(x) |

Foljande viktiga egenskaper kommer direkt fran definitionen:

cosh(0) =1, sinh(0)=0

d : d .

—cosh(x) =sinh(x), —sinh(x) =cosh(x),
dx dx

cosh?(x) —sinh?(x) =1.
Notera mellan hyperboliska och trigonometriska funktioner, bl. annat:

cosh(x) saknar nollstallen, sinh(x)har endast ett nollstélle x = 0.

Exempel 1. Bestdam den allméanna I6sningen till y"—16y =0. Ange svaret med bade
exponentialfunktioner och trigonometriska funktioner.
Losning: Ansatsen y =e™ger den karakteristiska ekvationen
r’—16=0=r =+4. Darfor ar e* och e™ linjart oberoende baslésningar och darmed ar
y = Ae™ +Be™ den allménna Idsningen.

e4x + e—4x e4x _ e74X
Eftersom cosh(4x) = och sinh(4x) = ar ocksa linjart oberoende
I6sningar kan vi ange den allméanna lésningen pa formen

y = C cosh(4x) + Dsinh(4x) .
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Anmarkning 3. Pa liknande sétt kan vi i allmént ange den allménna lésningen till
y"—a’y =0, dir o >0 pé tva olika satt:

y = Ae” +Be ™™,
y = C cosh(ax) + D sinh(ax)

Vi anvander det satt som &r mest praktiskt i en uppgift.

Uppgift 1.

Lds PDE med tillhdrande randvillkor:

ofu(x,y) o%u(x,y)
P oy? -

Villkor 1:  u(0,y)=0, for 0O<y<b Villkor 2:  u(L,y)=0 forallaO<y<Db,

0, O<x<L, O<y<b (ekvl)

Villkor 3: u(x,0)=0 for O<x<L, Villkor4: u(x,b)=f(x)=5 for O<x<L,

Losning:

Steg 1:

Vi borjar med produktansatsen och variabelseparation. Lat
u(x, y) = X(x)Y(y). (P1).

Vi substituerar P1 i (ekv1) och far

X"(X)Y (y)+Y"(y)X(x)=0 eller

X"(x) __Y"(y)
X(x) YY)

*)

Eftersom vansterledet beror av x och hogerledet enbart av y, maste de vara konstanta och ha
samma vérde som vi betecknar med - 4. (Vi betecknar konstanten med — A4 for att
efterlikna beteckning i kursboken, annars kan vi anvanda 4 .)

Alltsa
X700 __Y') -4 (**) dar Aarettreellt tal (just nu vilket som helst).
X(x)  Y(y)

Fran (**) far vi tva enkla ODE med konstanta koefficienter:
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X o YO

= = far vi
X(x) Y(y)

Fran

X"+ AX =0 (ekv a)

och

Y"-AY =0  (ekv b).

Vi betraktar tre fall A=0, A <0 och 4>0

1) Om A =0 blir ovanstaende ekvationer
X"=0 ochY"=0 som ger

X=Ax+B ochY =Cy+D.

Déarmed blir u(x,y)= X(x)Y(y)=(Ax+B)(Cy+D) .

I1) Om A < 0Kkan vi av praktiska skall beteckna A = —a® dar « &r ett positivt tal.
Fran (ekv a) far vi X" —a’X =0som gor X = Ae” + Be ™

Vi kan dven anvanda X = Acosh(ax) + Bsinh(ex) som dr ibland enklare att hantera.
Fran (ekv b) har vi Y"+a?Y =0 som ger Y = C cos(ay) + Dsin(ay)

Darmed  u(x,y) = X(X)Y (y)=( Ae™ + Be™)(C cos(ay) + Dsin(ay)), dar a>0.
Allternativt kan vi skriva

u(x, y) = (Acosh(ax) + Bsinh(ax) ) (C cos(ay) + Dsin(ay)),

[11) Om A > 0Kkan vi beteckna 1 = dar o &r ett positivt tal.

Fran (ekv a) farvi X" +a’X =0 som gor X = Acos(ax) + Bsin(ax) .

Fran  (ekv b) farvi Y"—a?Y =0 som ger Y = C cosh(ay) + Dsinh(ay) .

Darmed

u(x,y) = X(x)Y (y)=(Acos(ax) + Bsin(ax) )(C cosh(ay) + Dsinh(ey)), dar o >0

Sammanfattningsvis har vi fatt foljande produktlosningar till (ekv1):

) u(x,y)=(Ax+B)(Cy+D) (om 2=0)
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1) u(x,y) = (Acosh(ax) + Bsinh(ax) ) (C cos(ay) + Dsin(ay)) , dér a >0

1) u(x,y) = (Acos(ax) + Bsin(ax) )(C cosh(ay) + Dsinh(ay)), dar « >0 (justnu ér «
vilket som helst positivt tal).

(Anmarkning: Vi kan beteckna konstanter med olika bokstaver i I, 11 och Il t. ex. Aj,Az,A3
B1,B,,Bs..., men da blir beteckningen kranglig.)

Steg 2:
Fragan ar vilka av ovanstaende I6sningar uppfyller ocksa villkoren V1,V2 ,V3 och V4.

(Vi ska snart visa att endast fall 111 &r intressant for oss i detta problem eftersom I och 11
leder till den triviala I6sningen u(x, y) = 0som inte uppfyller V 4.)

Vi borjar med s. k. homogena villkor (som har 0 i hogerled) i vart fall V1 och V2 .

Notera att u(x, y) =0 inte ar en 16sning till problemet eftersom den triviala lésningen inte

uppfyller icke-hnomogent villkor 4.
Forst anpassar vi V1 och V2 till var produktldsning.

Eftersom u(x, y) = X(X)Y (y) kan vi skriva

V1. u(0,y)=0, forO<y<b som X(0)Y(y)=0 for O<y<b.

Dettager X(0)=0¢eller Y(y)=0. Men, eftersom Y (y)=0 ger u(x,y)=0 kvarstar att
X(0)=0.

Pa samma sétt drar vi slutsats att \V2: u(L,y)=0 medfor X (L)Y (y)=0och darmed
X(L)=0.

Nu undersdker vi vilka produktlésningar som uppfyller
V1’ : X(0)=0 och V2’: X(L)=0.

) Om X = Ax+ Bda far vi fran V1’ och V2’ att B=0 och A=0. Déarfor blir X = 0 som ger
den triviala 16sningen u(x,0) = 0som i sin tur inte uppfyller V4. Darmed utesluter vi typ |

I6sningar.

I1) Pa liknande satt kan vi visa att typ Il 1sningar ocksa leder till u(x,y) =0 eftersom
Fran villkor V1 har vi:

Acosh(0) +Bsinh(0) =0 som ger A=0,

darefter Bsinh(alL) =0 som ger B=0, eftersom sinh(alL)=0endast om al.=0 (notera
skillnaden mellan den hyperboliska och den trigonometriska sinusfunktionen)

5av1l




Armin Halilovic: EXTRA OVNINGAR Laplace-ekvationen

Darfor utesluter vi fall Il.

[11) Kvarstar l6sningar av typ 111 dvs X = Acos(ax)+Bsin(ax) (och dérmed
Y =Ccosh(ay) + Dsinh(ay) ).

Vi ska bestamma alla varden pa « sa att X uppfyller bade V1’ och V2.
V1': Fran X (0)=0harvi Acos(0)+Bsin(0)=0= A=0.

Alltsa X = Bsin(ax).

V2’ Fran X(L)=0 harvi Bsin(alL)=0.

Hérav sin(aL)=0 (eftersom B=0 leder till triviala I6sningen) , och d&rfor

al=nNnr=a= nT” dar n=1234,... (noteraatt « >0 enligt antagande).
Dérfor ar X = Bsin(nT” X),d&r n=1,2,34,...  och B en konstant.
och déarmed (notera att « = nTﬂoch BC och BD é&r konstanter).

Villkor V4: u(x,0)=0 for 0<x<L, som &rocksa homogen, ger

X(X)Y(0)=0 dvs Y(0)=0. . (OmX(x)=0 da u(x,y)=0).
Vi tillampar Y (0) =0 pa Y = Ccosh(ay) + Dsinh(ay)  (dar a = nTﬂ) och far
Ccosh(0)+Dsinh(0)=0=C =0.

Dérfor Y = Dsinh(ay) = Dsinh(nT7Z y) och dérmed ar

u,(x,y)=c, sin(nTﬂx)sinh(nT” y), n=1,23,...

tillhdrande produktldsningar. De uppfyller ekvl, V1, V2 och V3.
Steg 3:

Vi ska undersdka om vi kan bilda en oéndlig serie (med obestdmda koefficienter c, )

ux) =, sin(”T” x)sinh(”T” y)  (ekv2)

n=1
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sd att serien uppfyller villkor 4. Substitutionen av serien i villkoret

u(x,b)=f(x)=5 for O<x<L, ger
S ¢, sin(Z x)sinh(Zb) = £ (x).
~ L L

eller

o0

Z(cnsinh(”T”b)jsin(”T”x)= f (x) =5. (ekv3)

n=1

Fran (ekv3) ser vi att cnsinh(nTﬂb) ar Fourierkoefficienter vid utveckling av f(x) (i vart fall

f (x) =5) sinusserie pa intervallet [0,L]. (Notera att O :% och T = 25” = 27” =2L).
L

Man kan inse detta genom att jamfora

vanster ledet i ekv2: VL= Z(cn sinh(nT” b))sin(nT” X)
n=1

med hoger ledet i (ekv 2) utvecklad i Fourierserie:

HL=>"b, sin(”T”x).

n=1

D4 ser man att c, sinh(”T”b) =b, forn=123,...

Med andra ord

T

C, sinh(nT7Z b) = ;JZ‘ f (x) sin(nQx) dx = (i vart fall f(x)=5)=

0

L L
=ij5sin(”—”x)dx=3j5sin(”—”x)dx:
217 L L L

_ [E.—_L cos(" x) } _ 101" ~1) _10(-(-1)")
L nz L 0 nz nz

_ 100~ (-1)")

Alltsa: cnsinh(n—”b)
L nz
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101-(=1")

Harav ¢, = o
n;:sinh(fZ b)

101-(=0)")

Slutligen substituerar vi ¢, =
N
n;rsmh(Tb)

i (ekv 2) och far

I6sningen till problemet

= 10(1- (-1
Z(())

u(x,y) =
n=1 nyzsmh(—ﬁ b)

sm( . x)smh(— y).

| nedanstaende uppgift ar V3 och V4 homogena villkor ('som leder till (Y(0)=0 och Y (b)=0).

( Typ Il 16sningar blir intressanta i det hér fallet)

Uppgift 2. (Jamfor upp 12.5. 7 i Zill-Wrigt for L=z och b =7 och en mindre &ndring i
villkor 2)

L&s PDE med tillhorande randvillkor:

o%u(x, y) . o%u(x, y)
aXZ ayZ

=0, O<x<L, O<yx<b (ekvl)

Villkor 1: %(0, y)=u(0,y), for 0O<y<b Villkor 2:  u(L,y)= f(y)=4 foralla
O<y<b,

Villkor 3: u(x,00=0 for 0O<x<L, Villkor4: u(x,b)=0 for 0<x<L,
Losning:

Steg 1

Pa samma satt som i Uppgift 1 far vi produktlésningar u(x, y) = X (x)Y (y) till (ekvl):

1) u(x,y)=(Ax+B)(Cy+D) (om 2=0)
1) u(x, y) = (Acosh(ax) + Bsinh(ax) ) (C cos(ay) + Dsin(ay)) , dar a >0

1) u(x,y) = (Acos(ax) + Bsin(ax) )(C cosh(ay) + Dsinh(ay)), dar « >0 (justnu &r «
vilket som helst positivt tal).
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Steg 2. Vi ska vissa att endast typ 11 16sningar uppfyller V3 och V4.

Vi anpassar homogena villkor V3: och  V4: till produkt lIésningar u(x,y)= X(X)Y (y):
u(x,0)=0 for 0<x<L d.v.s. X(X)Y(0)=0 for O<x<L ger Y(0)=0.

Pa liknande satt u(x,b)=0 for 0<x<L ger Y(b)=0.

Detta tillampas pa produktlasningar i ovanstaende tre fall I , 11 och IlI:

1) u(x,y)=(Ax+B)(Cy+D)

Om vi anvander Y (0) =0och Y (b) =0 pa lésningar i | dar Y = (Cy + D) far vi C=0 och D=0
d.v.s. Y=0 och ddrmed blir u(x, y) = X(x)Y (y) =0 som vi forkastar.

I1) u(x,y)=(Acosh(ax)+Bsinh(ax)) (C cos(ay) + Dsin(ay)) , dar >0
Hér ar Y = C cos(ay) + Dsin(ay) .

Y (0)=0 ger Ccos(0)+ Dsin(0)=0= C =0 och darfor Y = Dsin(ay) .

Fran Y (b) = 0 har vi Dsin(ab) =0 = a:nTﬁ.

Alltsa Y = Dsin(”T” y).
Motsvarande produktldsningar i fall Il har formen
(Acosh(%Z X) + Bsinh(%Z x))-sin(%” v).

Men, villkor V1 ( som kan skrivas som Z—i(o, y)—u(0,y) =0 ) ar ocksa homogen med

avseende pa u(x, y) och dess derivator.

Vi tillampar V1 for att &nnu mer forenkla produktlésningar.
Fran Z—U(O, y)=u(0,y), for O<y<b har vi X'(0)Y (y) = X(0)Y (y) eller
X

[X'(0)— X (0)]¥ (y) =0 som ger X'(0)= X (0) (eftersom Y (y)=0ger den triviala
I6sningen).

Alltsa V1 ger X'(0) = X(0).

Fran X = Acosh(nT”x)+ Bsinh(nf X) har vi
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X' = A2 sinh(2Z %) + B 2% cosh(ME x).
b b b b
Darfor X'(0) = X (0) = A= B”T”.

Alltsd X = B2 cosh(M x) + Bsinh(XZ x)
b b b
Produkt lésningar

nz nz . N7 . nrx
= XY = B| —cosh(— sinh(—x) |-sin(—y)ell
u [b (bx)+|(bx)}|(by)eer

U (x, y)= c{%”cosh(%” X) +sinh(nT” x)]sin(“?’Z ).

uppfyller ekvl och homogena villkor V1, V3 och V4 .

[11) Det &r enkelt att typ 111 I6sningar, tillsammans med villkor 3 och 4, ger endast triviala
I6sningen den har gangen. (Kontrollera sjélv)

Steg 3:

Vi ska undersdka om vi kan bilda en oéndlig serie (med obestdmda koefficienter c, )
u(x, y)= Zc{%”cosh(%” x)+sinh(%” x)}-sin(n% y)  (ekv2)
n=1

sa att serien uppfyller villkor 2.

Substitutionen av serien i villkoret

u(b,y)=f(y)=4 ger

= nrx nrz ] Nz . Nnr
¢ | —cosh(—L) +sinh(—L) |-sin(—vy) = f
[b 7 1y sinh( )} = 1)

Fran (ekv2) ser vi att ¢, {%cosh(n% L) +sinh(nTﬂ L)} ar Fourierkoefficienter vid utveckling
av f(y) (ivartfall f(y)=4)sinusserie pa intervallet [0,b]. (Notera att Q:% och
_2r 27

T=L_"_2p).
Q =«
b
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]
2
Alltsa c{”{cosh(”{ L)+sinh(nT” L)}: ; [ £(y) sin(nQay) dx = (i vart fall f (y)=4)=

0

4%  nrx 2% nrx
=— | 4sin(—vy)dy == | 4sin(—=y)dy =
2b'([ (LY)y b‘!.. (by)y

_ [ﬁ.—_b Cos(nT” y)} _-8(=D)"-1) _8(1-(-D")

0 nz nz

_10(1-(-1)")

Alltsa: ¢, {”—” cosh(2Z L) +sinh(2Z L)}
b b b nz

100-(=1)")

Harav ¢, =
n;z[”” cosh(" L) +sinh("% L)}
b b b

substitutionen i ekv 2 ger svaret:

u(xy)= Y 100 (1)) {n—”cosh(% ) +sinh("" x)]sin(%” y)
: |

= nn[”” cosh(nt;[ L) +sinh(”g’ LIt b
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