Armin Halilovic: EXTRA OVNINGAR ODE med periodiska hdgerled

ORDINARA DIFFERENTIALEKVATIONER MED PERIODISKA HOGERLED
(Tillampning av Fourierserie)

Vi betraktar DE  L(y)=f(x) vars hogerled ar en allman periodiskfunktion.

Vi anvander foljande steg:

Steg 1. Vi loser tillhnérande homogena DE

Steg 2. Vi utvecklar hogerledet i tillhdrande Fourierserie.

Steg 3. En partikular 16sning bestdammer vi med hjalp av ansatsen som &r en trigonometrisk
serie med obestdmda koefficienter (c,och d,)

Y, (X) = %0 + Y (c, cos(nQx) + d, sin(nQx))
n=1

som vi substituerar i DE. Hdogerledet ersétts med Fourierserien .

Steg 4. Vi identifierar koefficienter framfor basfunktionerna cos(nQx) och

sin(nQ2x) .

Steg 5. y(x) =Y, (X)+Y,(x)

Uppgift 1.

Bestdm den allmanna l6sningen till féljande DE med periodiska hogerleden

y'(t)+2y(t)=u(t) (ekv1)

dar ut)=3t, -1<t<l, u(t+2)=u(t). /fﬁ /

Losning:
Steg 1. Forst homogena delen:
y'(t)+2y(t)=0,

y, =Ce™ (l6sningen till den homogena delen).
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Steg 2. Nu bestdmmer vi en partikulorlosning till (ekvl).

Eftersom ekvationens hogerled, u(t), ar en periodisk funktion bestdmmer vi Fourierserien for

ut) med T=2, Q=2T—7[=7z

Funktionen u(t) ar en udda funktion pa intervallet —1<t <1 eftersom u(-t) = -u(t) och
darfor

a,=0, n=123..

For n>1 vi har

u==6t, Vv'=sin(nzt)

T T
4% , —cos(nrt)
b, = ?I (t) sin thdt_Z.[Bt sin(nzt)dt = u' =6, =TV
0 nz

('part. integration)

l 1
6t cos(nrzt) +I6 cos(nrzt) dt =
nz nz
1 -
_goos(nzt) o S|n(n7zt)| 6(-1)"
nz |0 nz
B 6(_1)n+1
nz
o0 n+1
Alltsa: u(t):Z sin(nzt).
n=1

Steg 3. Vi gor en ansats i form av en trigonometrisk serie:

Y, () :%‘)+Z(cn cosnzt+d sinnzt).

n=1

Bade y,(t) och u(t) substitueras i ekvationen

y'(t)+2y(t) = u(t) (ekvl)

Vi far

= . Ch, & .

Y (-nzc, sinnzt+nzd, cosnzt) + 2[?°+ D (c,cosnzt+d, sinnzt)] =
n=1 n=1

0 _ n+1

Z&sin(nﬁt)

=~ nr
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Steg 4. Identifiering av koefficienterna som star framfor cosnat och sinnat ger systemet

2,
2
_1\n+1
_nﬂcn+2dn:&
Nz
2c,+nzd, =0

Fran systemet far vi

_ _1\n+l _1\n _1\n+l
¢, =0, C, = f( 21) = ?( 21) och d, :—12(2 1)2
nN‘z°+4 n°z°+4 nz(n“z° +4)
Alltsa en partikular I6sning ar
yp(t):%+Z(cncoant+dnsiant)
n=1
6(-1)" (=)™ .
t cos nzt)+———=——sin(nrt
Vo) = Z{ (n )+n7z(n27z2+4) (n7t)
Steg 5. Den allménna lésningen:
yt) =y, () +y,(t) =
~ 0 6(_1)n 1 ( )n+l ]
Ce ™+ | ——Z—cos(hzt)+ —————sin(nrt
nz_;'{nzzr2+4 (n7t) nz(n’z® +4) (n7t)
0 n+l
Svar: y(t):Ce’2t+z 6( ) cos(nﬂt)+%sin(nﬂt)
=} nz(n°z" +4)

Uppgift 2.

Bestdm den allménna I6sningen till

y'(O)+4y(t)=u(t)  (ekv)

dar u(t) ar foljande periodiska funktion med perioden 1

u(t):3+|t|,—%£t<%, u(t+1) =u(t).
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Ldsning:

Steg 1. Homogena delen

y'(t)+4y(t) =0, |

—at

ger y, =Ce (16sningen till den homogena delen).

Steg 2. Nu bestdammer vi en partikul6rlosning till (ekvl)
Eftersom ekvationens hogerled, u(t), &r en periodisk funktion bestammer vi Fourierserien for

2n _

ut): T=1, Q= 2
(t) T =7

Funktionen f(t) ar en jamn funktion pa intervallet —% <t <% eftersom u(-t)=u(t) och

darfor
b,=0, n=123..
;
45
3, =?_([u(t) dt = 13/2
T
2 1" _
FOor n>1 viharvi a, :ifu(t) cosnQtdt =...= w
T+ n“z

13 & (-D"-1
2 u(t)=—+ ) —~F——cos2nnt
Alltsa t) 4 nz_; 1272 .

Steg 3. Vi gor en lésningsansats i form av en Fourierserie:
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y,(t) = C—2°+ D (c,cosnQt +d, sinnQt) .

n=1

Bade y,(t) och u(t) substitueras i ekvationen
y'(t)+4y(t) =u(t) (ekvl).
Harav

Y (=2n7c, sin2nat + 2nd, cos2nt) + 4[%0+ D (c,cos2nzt +d, sin2nat)] =

n=1 n=1
13 & (-D"-1

—+ Y —~——cos2nxat

4 Z_: n’z?

Identifiering av koefficienterna som star framfor cosnat och sinnat ger systemet

4, 13
2 4
4e, +2n7 d, =%
n’z
-2nzc, +4d, =0 =

Fran systemet far vi

COZE’ n = 2(2_1)2 _21 och dn:#
8 n“‘z (n“z° +4) 2nz(n“z” +4)

Alltsa ar en partikular 16sning

y, (1) = C—2°+ > (¢, cosnQt +d, sinnQt)

n=1

B[ ey 1
y,(t) = ™ nz_;‘|:n27l'2(n272'2 ) cos(2nzt) + (i v ) sm(2n7zt)}

Den allméanna lésningen:
y()=yy (O +y,(t) =

Ce““+£+z 5 (2_1)2 _21 cos(2nrxt) + (_1)2 ;1 sin(2nzt)
16 4| n“z°(n“z°+4) 2nz(n“z +4)

(-D"-1
2nz(n’z® +4)

w13 &l ()
Svar: y(t)=Ce™ +—=+ cos(2nxzt) +
v 16 z{nzﬂz(n2ﬂ2+4) (2nzt)

sin(2n7zt)}

n=1
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