Institutionen for matematik
&2@9& SF1626 Flervariabelanalys

FKTHS

VETENSKAP
28 OCH KONST 2%

s

Losningsforslag till tentamen
Mandagen den 5 juni 2017

DEL A

1. En kulles hojd ges av z = 60 — 0,0222 — 0,01y dér enheten #r meter pé alla tre koordina-

taxlar.
(a) Ivilken riktning i xy-planet ska vi rora oss for att komma ner snabbast om vi befinner
oss i punkten (50, 100, —90)? 2p)
(b) Hur snabbt dndras hdjden i punkten (50, 100, —90) om vi ror oss i riktningen enligt
del (a) med farten 1 km/h sett uppifran? 2p)
Losningsforslag.
(a) Storsta okningen for funktionen z(z,y) ges i riktningen av dess gradient, som &r
vektorfiltet
1
—0,02 - 22, —0,01 - 2y) = —(—4x, —2y).
( ) 'ZL" Y y) 100 ( x? y)
For att komma ner snabbast ska vi rora oss 1 motsatt riktning, vilket 1 den aktuella
punkten &r
1
———(—4-50,-2-100) = (2,2).
(450,22 100) = (2.2)

Vi ska alltsa rora oss i riktningen av vektorn (2,2), eller om man vill svara med en
enhetsvektor, (1, 1).
(b) Riktningsderivatan av z(z, y) i riktningen av minus dess gradient ges av minus lingden
av gradientvektorn. I den aktuella punkten alltsa
—(2,2)] = —2V2.
Da vi ror oss med hastigheten 1000 m/tim i xy-led blir fordndringshastigheten i z-led
2v/2 - 1000 m/tim.

Svar.
(a) Man ska rora sig i riktningen (1/v/2,1//2).
(b) Hastigheten 1 z-led blir 2v/2 km/h, dvs c:a 2,8 km/h.
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3
2. Bevisa formeln V' =

for volymen av ett klot med radie a genom att infora sfériska

o~ [l

dir klotet K ges av 22 + 3% + 2% < a®. 4p)

koordinater 1 trippelintegralen

Losningsforslag. Vi vet att att / / / dV ger volymen av klotet K. I sfiariska koordinater

K
beskrivs klotet av olikheterna 0 < r < a,0 < ¢ < 7, 0 < 6 < 27. Integralen i sfiriska
koordinater blir alltsa

//AdV/O%dG/Oﬂsingbdf(L/oaerr
r

i - cosoly [ ]

3

=2 (~(-1) - (1) 5
_ Amd®
- e

och darmed har vi bevisat formeln.
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3. Avgor vilket av félten
F(x,y,2) = (x(z —1),—yz,z — x2)
och
G(z,y,2) = (y° + 2z — y)z,2(2y — 2),2(z — y))
som &r konservativt och bestdam en potential till detta. 4p)
Losningsforslag. Observera att rotationsfria filt som #r definierade i hela R? alltid 4r kon-
servativa, men om de bara ir definierade pa en delmiingd av R? behdver de inte vara

konservativa.
Vi beriknar rotationen av de bigge filten och far

rotF = ((%(z —z%) — %(—yzL %x(z —-1)— %(z —z?), g(—yz) - %x(z — 1))
= (0 - <_y)7x - (_21:)70 - 0) = (y,Bx,O) 7£ (07070)
10t (e, 1,3) = (5ol — 1) = ol = 2) 50 + (20 —)2) = 5ol — )

0 0
Sl = 2) = 5P 4 (20— )2 )
= (_x - <_x)a2$ —Y-— (21‘ - y)>2y -z (2y - Z)) = (07070)
Alltsa dr G rotationsfritt, men inte F. Vi kan bestimma en potential till G genom att forst
integrera x-komponenten i z-led och far
O(z,y,2) = ay* + 2’2 —xyz + H(y, 2).

Niér vi deriverar ®(z, y, z) med avseende pa y och z far vi

0P 5 n oH och 0o 9 n OH

— =20y —xz + — — =2 -y +

oy Y oy 0z 4 0z

och eftersom 22y — zz = z(2y — 2) och 2? — xy = x(x — y) kan vi viilja H(y, z) = 0.
Alltsd ir ®(z,y, z) = vy + 2’2 — xyz en potential till G.

Svar. Filtet G dr konservativt med potential ®(x,y, z) = xy* + 2?2 — ryz medan filtet F
inte dr konservativt.
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DEL B

4. Den elliptiska cylindern 922 + 25y? = 225 och planet 4y + 3z = 0 skir varandra i en

kurva C.
(a) Ge en parametrisering av kurvan C. 2p)
(b) Berikna lingden av kurvan C. 2p)
Losningsforslag.
(a) Ellipsen E i planet z = 0 ges av ekvationen 922 + 251% = 225, eller pé standardform
1 1,

Denna kurva kan vi parametrisera som (5cos(t),3sin(t)), med 0 < ¢ < 27. Den
kurva vi soker ligger ovanfor ellipsen £, dir z-virdet ges av planet 4y + 3z = 0. Med

andra ord att z = ——y Detta ger att den sokta kurvan C ges av
r(t) = (x(t),y(t),z(t)) = (bcost,3sint, —4sint)
for0 <t < 2.

(b) Kurvans ldngd ges av

2m
/ds—/ ()| dt

= \/ —5sint)? + (3cost)? + (—4cost)?dt
0

27
:/ \/25Sin2t+90082t+160082tdt
0

2
:/ @dt:2w-5:107r.
0

(Observera att kurvan ir en cirkel med radie 5. Hade vi valt ett annat plan hade skérningen
blivit en ellips och da kan inte kurvldangden beridknas med hjilp av elementéra funktioner.)

Svar.
(a) En parametrisering ges av r(t) = (x(t),y(t), 2(t)) = (5cost,3sint, —4sint).
(b) Langden av kurvan dr 107 langdenheter.
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5. Lét f(x,y) = 2® + 22y — 5y* och g(z,y) = 2% — 2xy + 21>
(a) Bestdm storsta och minsta virde for f(x,y) givet att g(z,y) = 10 om dessa existerar.
(2p)
(b) Bestdm storsta och minsta virde for g(z, y) givet att f(z,y) = 10 om dessa existerar.

(2 p)

Losningsforslag. Lagranges villkor ger i bada fall att gradienterna, V f(z,y) = (2z +
2y, 2z — 10y) och Vg(z,y) = (22 — 2y, —2x + 4y), ska vara parallella, vilket vi kan
stidlla upp som

2r+2y = M2z —2y) eller 20 —2y = M2z +2y)
20 — 10y = A—2z+4y) —2x +4y = X2z — 10y)
Bada dessa leder till att (22 + 2y)(—2x + 4y) = (22 — 2y)(2x — 10y) vilket forenklas
till 222 — 7xy + 3y? = 0. Vi 1oser denna som

49 3 Ty 25 Ty by

A I A

6 2 4 Vie~ 171
dvs x = 3y eller v = y/2.

(a) Losningarna till g(z,y) = 10 utgdr en ellips eftersom vi kan skriva det som (z —
y)? + y* = 10. Dérmed vet vi att det kommer att finnas ett storsta och ett minsta
virde for f(z,y) pa denna kompakta miangd. Dessa maste uppfylla Lagrangevillkoret
eftersom det inte finns nagra singuldra punkter. Vi sitter in z = 3y i ekvationen
och far 9y? — 6y? + 2y? = 10, dvs 5y = 10. Dirmed ges losningarna av y =
++/2 och vi har f(3y,y) = 9y> + 6y> — 53> = 10y> = 20. Nir vi sitter in z =
y/2, dvs y = 2z i ekvationen far vi z? — 42? + 8z* = 10, dvs 52* = 10 och
x = ++/2 och vi har f(z,22) = 2% + 42® — 202> = —152% = —30. Det storsta
virdet dr alltsd f(3\/§, \/5) = f(—3\/_, —\/5) = 20 och det minsta f(\/i 2\/5) =
f(=v2,-2v/2) = —30.

(b) Losningarna till f(x,y) = 10 utgér en obegriansad kurva eftersom vi kan skriva det
som (x +y)* — 6y? = 10, vilket ger x = —y + /10 + 6y2 . Déirmed kan funktionen
g(x,y) anta godtyckligt stora virden. Daremot dr g(z,y) nedat begrinsad eftersom
g(z,y) = (x — y)? + y* > 0. Funktionens minsta virde méste antas i en punkt pa
ett begransat omrade och dessa punrkter maste uppfylla Lagrangevillkoret eftersom
det inte finns ngra singulira punkter. Vi sitter in z = 3y i ekvationen och far 9y +
6y° — 5y? = 10, dvs 10y*> = 10. Dirmed ges 16sningarna av y = =41 och vi har
9(3y,y) = 9y* — 6y? + 2y*> = 5y? = 5. Nir vi siitter in x = y/2, dvs y = 2x
i ekvationen far vi 22 + 42?2 — 20z? = 10, dvs —152% = 10 som saknar 18sningar.
Funktionen saknar storsta viarde och det minsta vérdet ar f(3,1) = f(—3,—1) = 5.

Svar.
(a) Maximum &r 20 och minimum &r —30.
(b) Maximum saknas och minimum &ir 5.
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6. En snoboll 1 formen av ett klot centrerad i origo och med radie a belyses av solen som
befinner sig langt bort pa den positiva y-axeln. Bestim den instralande effekten

—//S(O,—I,O)-ﬁdS,

dir S &r den del av klotets yta som uppfyller y > 0 och ddrmed 4r belyst av solen, [ dr
solens intensitet, o dr ytans utatpekande normal och d.S dr arealementet. 4p)

Losningsforslag. Halvklotets yta kan beskrivas i rymdpolira (sféiriska) koordinater som
r=a, ¢:0—>m 60:0—m.
Genom att anvinda vinklarna ¢ och 6 for att parametrisera ytan har vi att
ndS =rsin¢rdodl
= asin ¢ (asin ¢ cos b, asin ¢ sin b, a cos ¢) do db.
Den instralande effekten blir da

—//(O,—I,O)-ﬁ,dS:// asing - asin¢sin @ I do df
S (b:8—>7r

0: 0—m

:a21/ sin2<bd<b/ sin 6 df
0 0

:W/OW (“#SW)) dd)/oﬂsmede

2 K
T ) R —
2 4,
=a*l-7/2-2
= ma’l.

Vi kan ocksa anvinda divergenssatsen for att 16sa uppgiften. Filtet dr konstant och
ddarmed divergensfritt. Om vi ser pa den belysta delen av snobollen och sluter till ytan
genom att lagga till en cirkelskiva genom centrum far vi en sluten yta och diarmed dr
nettoflodet genom denna noll. Darmed blir inflodet genom den givna ytan lika med utflodet
genom cirkelskivan genom origo. Denna har area wa? och filtet har konstant styrka [
vinkelritt mot skivan vilket ger flodet wa?1.

Svar. Den instralade effekten ar wa?1.
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DEL C

7. Ett omrade som ligger pa ena sidan om ett plant snitt genom en sfir kallas for en sfdrisk
kalott. Berdkna arean av den sfériska kalott som ges av

?+y’+22=d?, z2>h,
dir a och h dr konstanter med 0 < A < a. 4 p)

Losningsforslag. Lat oss parametrisera var sfiriska kalott med hjdlp av = och y. Vi far

parametriseringen
(fc y) = (z, v, va a® —a? — )

dir (z,y) € D som ges av 2% + y* < a® — h®. Arean av den sfiriska kalotten Y blir nu

ds =
// // <\/a2—x2—y \/aQ—xQ—y )
2
//\/ :C_;y y2+1d93dy
Va2—h? r2
= d@ +1|rdr
0 0 a* —r?

va?—h? r2 4+ q2 — 2
27 ——— | rdr
0 aZ — r2

/\/W

dxdy

2ra

1
(—2 2) rdr = {u=a*—r*du= —2rdr}
0 ac —r

_, /h21 N

= 2ma NASE u

—Wa/ Ldu-mz[%/ﬂ}ii:27Ta(a—h).
h2

Vi kan ocksa anvanda sfiriska koordinater dér ytan parametriseras av r = a, for 0 <
¢ < arccos(h/a) och 0 < 0 < 27 vilket ger arean

2m arccos(h/a) )
/ / a? Sln¢dq§d9 —a2le [ ] [ coS ¢]arccos( /a)
0 0
— 27Ta2(—h/a — (—1)) = 27ra(a _ h)

Svar. Arean av kalotten dr 2ma(a — h) areaenheter.
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8. I origo har kurvan cos(z + y) + cos(z — y) + 43> = 2 en forgreningspunkt och bestar
av fyra kurvstycken som mots dir. Bestdm riktningsvektorn for respektive kurvstycke i
origo.

Kurvan cos(z + y) + cos(x — y) + 4y* = 2 och de sokta riktningsvektorerna.
(4p)

Losningsforslag. med hjip av Taylorutvecklingen cost = 1 — t2/2 + O(t?) for cost kring
t = 0 kan vi Taylorutveckla ekvationens vinsterled till ordning 2 kring origo och far da

2-22+32+0(0°) =2 & (V3y—az)(V3+y)+0@?) =0,

dirr = |(z,y)| = V2% + y2.

Dela bada led med r? = 22 + 42,

\/gy—x ‘ \/§y+x
Vit +y? a2+ P
Lat (z,y) — (0,0). Da far vi att
V3y—z Byt N
Va2t +y? a2+ P

Eftersom ovanstaende faktorer &r kontinuerliga (i en punkterad omgivning av origo) och
kurvan dr sammanhédngande i ndarheten av origo sa medfor detta att antingen

V3y —x V3y +
_— 0 ell —_— 0,
O = e ®

+ O(r) =0.
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dvs.
@x—\/_y+o eller @x——\/_y—i—o()

Om fall (1) intrdffar har vi att enhetsvektorn i riktningen fran origo till (z, y) blir

V2t VP 32+ o) Yl
Om fall (2) intréffar har vi att enhetsvektorn i riktningen fran origo till (x y) blir

(z,y)  (V3yy)+olr)  y, o(r) %(\/3,1), om k — 0+

V2 ? iR 32 +o(r?)

Dy fyra riktningarna ir alltsd +1(v/3,1) och £1(—v/3,1).
Ett alternativt 16sningssétt dr att skriva om ekvationen som

(z,y)  (=VBy,y)+olr) y o(r) L(—V3,1), omk — 0+
_5(_\/§’1)+_—>{%(\/_ —1), omk — 0—

2cosz cosy + 4y* = 2

med additionssatsen for cosinus. Gradienten av vinsterledet dr (—2 sin z cos y, 8y?—cos z sin y)
och eftersom den andra komponenten dr skild fran noll i ndrheten av origo kan vi lokalt
16sa ut y som en funktion av x enligt implicita funktionssatsen. Vi kan derivera ekvationen
tva ganger och far
2sinz cosy — 2y cosxsiny + Sy'y = 0

och

—2cosz cosy + 2y sinxsiny — 2y” cos xsiny + 2y sin x siny

—2(y/)? coszcosy + 8"y +8(y)* = 0

Nér vi ndrmar oss origo dr griansvirdena for sin x, siny och y noll, medan griansvirdena
for cos x och cos y ér ett. Om « ér grinsvirdet for ¢’ och § dr gransvirdet for i far vi

—2:1-142a-0-0-28-1-04+28-0-0—20%-1-14+86-0+8a*=0

vilket ger 6a? = 2, dvs o = £1/+/3. Riktningarna blir de samma som angavs ovan.

Svar. Dy fyra riktningarna dr $(£++v/3, £1).
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9. Lat kurvan C vara triangeln med horn i punkterna (3,4), (—4,0), (2, —3), och orienterad
moturs. Berdkna
]{ —ydzr + xdy
c Ty

(4p)
Losningsforslag. Vektorfiltet

F:(Fl,Fg):( Y i )

x2+y2’m2+y2

uppfyller

ory  0F;

oy Oz
overallt dar det ar definierat, vilket dr Gverallt utom 1 origo som ligger inuti triangeln.
Vi kan inte dra slutsatsen att integralen runt den slutna kurvan C dr noll, men vi kan
anvinda Greens sats for att byta kurvan mot en annan enkel kurva kring origo, utan att
dndra integralens virde. Vi kan vilja enhetscirkeln C’ ett varv runt origo moturs. Kurvan
C’ parametriseras av

(x(t),y(t)) = (cost,sint), 0<t<2m.
Den sokta integralen ér alltsa

?{—ydm+xdy _]{ —ydx + xdy
- 22 4 12 I x2 + 2
T _sint(—sint) + costcost
= dt
0

cos2t + sin’t
2
_ / dt
0

= 2.

—yd d
Svar.J(I{yf——i_fy:%r.
c T°+Yy

10



