KTH, Matematik
Maria Saprykina

Losningsforslag till tentamen i SF1683 och SF1629 (del 1)
23 oktober 2017

Tentamen bestar av sex uppgifter dir vardera uppgift ger maximalt fyra podng.

Preliminéra betygsgrinser: A-21 poang, B-19, C-16, D-13, E-11, Fx-10.

Det finns mojlighet att komplettera betyget Fx inom 4 veckor. Kontakta i sa fall Maria Saprykina.
Inga hjidlpmedel ar tilldtna vid tentamen.

OBS: For full poing krivs fullstindiga, tydligt presenterade och vidlmotiverade l6sningar som dr
latta att folja. Markera dina svar tydligt.

1. Betrakta differentialekvationen
dy

at =y(y — a).

a). Bestdm de kritiska punkterna samt rita faslinjen i fallen da & < 0, & = 0 och o > 0.
Losning. Kiritiska punkter:

yly—a)=0<y=_0ellery = .

b). Lat o = 1. Bestdm explicit den 16sning som uppfyller y(0) = 2, och ange for vilka positiva
t som den &r definierad. Bestdm direfter den 16sning som uppfyller y(0) = 1/2 samt ange for
vilka t > 0 som den &r definierad.

Vilka (vilken) av de tva 1osningarna ovan &r begrinsade for alla t > 0?

Losning. Ekvationen dr separabel. Vi separerar variablerna och integrerar:
d d d —1
HC:/_@/: Ay _yzln‘y_‘_
yly—1) y—1 y Y
= Ce'.

Betrakta 16sningen som 'uppfyller y(0) = 2. Vi har y(0) > 1 (dvs y(0) ligger i det intervallet
dir dy/dt = y(y — 1) > 0). Eftersom systemet dr autonom och hogerledet y(y — 1) dr kontinuer-

Detta dr ekvivalent med ‘nyl

ligt deriverbar, har vi y(t) > 2 for alla ¢t > 0. Dérfor har vi ‘y—;l‘ = yT_l for alla ¢t < 0. Insdttning
av begynnelsevirdet ger och C' = 1/2, och
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Denna funktion &r definierad for 0 < ¢ < In 2. Motsvarande 16sning dr obegrinsad (det foljer
fran den explicita formeln eller fran faslinjen).



Betrakta 16sningen som uppfyller y(0) = 1/2. Vihar 0 < y(0) < 1 (y(0) ligger mellan kritiska
punkterna 0 och 1), och dirfor 0 < y(¢) < 1 for alla ¢ > 0. I denna intervall har vi ‘yy;l‘ = I_Ty
Inséttning av begynnelsevirdet ger och C' = 1, och

1
e+l
Denna funktion dr definierad for alla ¢ > 0. Motsvarande 16sning dr begrinsad och gar mot 0 da
t — oo (det foljer fran den explicita formeln eller fran faslinjen).

y:

2. Det ir litt at se att y(z) = x3 dr en 16sning till ekvationen

22y (z) — xy/(x) — 3y(z) =0, x>0,

Bestdm den allménna 16sningen till ekvationen

2%y (x) — 2y (z) — 3y(v) = 42, x> 0.

Losning. Vi kan anvinda reduktion av ordning. Da soker vi en 16sning pa formen y(z) =

x3u(x). Insittning i ekvationen ger:

25U 4 bu'xt = 4a3.
Vi infér en ny variabel v := u’. D4 250’ + 5vx? = 423, Observera att detta kan skrivas om:
1 C
(2v) =4’ e Pv=2"+Ceov="4 —
x  xd
Detta ger u = Inx + % + Cy, och

y(r) = 2Pu(z) = 2*Inz + G + Coa®.
x

Observera att y; = 2% och y; = % utgdr en fundamental 16sningsméngd for den homogena ek-
vationen ovan, eftersom de &r 16sningar och Wiy, ys] # 0 for x > 0 (Verifiera!). Funktionen
yp(x) = 2% Inz (som motsvarar C; = Cy i formeln ovan) dr en partikuldr 16sning till den in-
homogena ekvationen ovan. Dirfor ges den allménna l6sningen till den inhomogena ekvationen
av

C
y(z) = 2’ Inz + — + Coz®.
x
3. a). Los begynnelsevirdesproblemet 2p.

X' = (_51 i’) X, X(0)= G)

Losning. Matrisen har egenvérden r; = 2 och o = 4 med motsvarande egenvektorer 1V, = (_11)
och V5 = (_13) Den allminna 16sningen till systemet ges av

-1 -3
X(x) =1 V1e™" + Ve = cl( ] >e2‘” + 02( ] )e“.



b). Bestdm den allménna I6sningen till systemet 2p.

, (5 3 —5z + 2
oo (5 e ()
(aerb

Losning. Vi ansitter en 16sning pa formen X = i
X

( x/4+29/16
5x/4+39/16

) och sitter in i systemet. Man far X, =
). Den allminna 16sningen blir

X(2) =0 (_11) e* + ¢ (_13> et + <5Z//4412399//1166)'

4. Betrakta systemet

=y
Y = —ay+axd —x

ddr a > 0 &dr en parameter och = = z(t), y = y(t) dr beroende variabler. For varje val av a > 0
klassificiera motsvarande kritiska punkter av systemet med avseende pa typ av faspotritt (sadel,
nod osv) och stabilitet (stabil, asymptotiskt stabil eller instabil). Man behover inte ange typ for
fallet a = 2.

Losning. De kritiska punkterna ges av

y=0
ar® —x =0

Om a = 0 har vi en kritisk punkt (0, 0). Observera att for a = 0 &r systemet linjr:

=y
y = —x

Dess egenvirden ér 7 » = =4 (imagindra). Den kritiska punkten &r ett centrum, den ir stabil.
Om a > 0 har vi tre kritiska punkter: (0,0), (= NG 0) (—\/ia, 0). Jakobianen for systemet har
form

o= (24 1), om= (4 1), sudn-(8 L)

J(0,0) har egenvirden ry 5 = _“i‘/aT

For0 < a < 2dr [m(n 9) # 0, och Re(rl 2) = —a < 0. Kritiska punkten &r en stabil spiral.

For a > 2 dr egenvarden reella. Eftersom v/a? — 4 < a, har vi r; » < 0. Kritiska punkten 4r en
stabil nod.

Vidare, J (:I:\/LE, 0) har egenvirden 71 » = %m. Eftersom v/a? + 8 > a, har vi att 1y 5 har
olika tecken. Kritiska punkten dr en sadel (instabil).

5. Bestdm rekursionsrelationen for potensserielosningen till Legendres ekvation
(1 —a?)y"(z) — 229/ (x) + 20y(z) = 0
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kring punkten x = 0.
Bestim den 16sning som uppfyller y(0) = 1, ¥/(0) = 0.

Losning. Beteckna P(x) = 1 — 2. Eftersom alla koefficienter i den linjéra ekvationen ovan ér
analytiska i en omgivning av origo, och P(0) # 0, dr origo en ordindr punkt for ekvationen. Vi
soker en losning pd formen y(z) = >~ a,z". Derivering ger:

o0 o0

y'(z) = Z na,z" ! = Znanm”_l,
n=1 n=0
y'(x) = i apz" = i(n +2)(n + 1)aps22™.
n=2 n=0
Insittning ger:
i ((n+2)(n + 1)apss — n(n — 1)a, — 2na, + 20a,) 2™ = 0
n=0

Denna serie ir identiskt lika med O om och endast om alla koefficienter ir lika med 0. Vi far
rekursionsrelationen

n?+n — 20 ~_ (n+5)(n—4)
nt2)nt )" mt)mr ™

Villkoret y(0) = 1 ger ag = 1, villkoret ¢'(0) = 0 ger a; = 0. Rekurrensrelationerna ger:
as = a5 = ... = Qop4+1 = O, och

35
a; = —10, a4 = 37

Alltsa, 16sningen till begynnelsevirdesproblemet ovan &r

GGICLg:...:GQn:O.
35
y(x) =1 — 1022 + §x4.

6. Avgor om foljande pastaenden dr sanna eller falska. Fullstindig motivering kravs! Varje kor-
rekt delsvar ger 1p.

a). Losningar y; = 2e’ + e och 3, = 2e! + 3¢ bildar en fundamental 16sningsmiingd for
ekvationen

y'(t) = By (t) + 6y(t) = 4e’.

Losning. Falskt! Ekvationen dr lindr inhomogen, och har dirfér ingen fundamental 16sningsmangd.
(Detta begrepp har ingen mening eftersom en linjar kombination av tva 16sningar behover inte
vara 16sning. Till exempel, y; — y, &r inte en 16sning till ekvationen ovan.

b). Om X ir en instabil kritisk punkt till systemet
X' = f(X),
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sa for varje € > 0 finns det ett 6 > 0 sadan att for varje 16sning X = X(¢) som uppfyller
| X(0) — Xo| < ¢ giller att | X (t) — Xo| > € for alla tillrickligt stora t > 0.

Losning. Falskt! Om X &r en instabil kritisk punkt till systemet ovan, sa finns det en € > 0
sadan att for varje § > 0 finns en 16sning X = X(¢) som uppfyller | X (0) — X,| < 0 men
| X (t) — Xo| > € for nagot t > 0.

Man kan ocksa sdga sa hér: Instabilitet behover inte medfora att alla 16sningar som startar néra
0 ldmnar en fixerad omgivning. Betrakta systemet Z—f = x, % = —y. Origo dr en sadelpunkt,
alltsd instabil. Tag ett ¢ > 0. Vilken &dr § > 0 vi tar, sa finns det alltid en 16sning (till exempel,

med begynnelsevirden x(0) = 0, y(0) = 6/2) som konvergerar mot 0 da ¢t — oc.

¢). For varje kontinuerlig funktion f : R — R sa giller det att om y; och y, dr I6sningar till

W1y = sy

(definierade pa R), sé dr y3 = y,y- en 16sning till ‘2—3;(15) = f(t)y(t).
Losning. Falskt! Lat y3 = y1y2. Da giller for alla ¢ att

Ys = (1192)" = y1v2 + 19 = 2fy1ya = 2fys.
Men om y3 ér en 16sning, sd maste y; = fy; for alla t. Vi ser att y3 dr en 16sning om f(t)ys(t) =
2f(t)ys(t) for alla t. Detta krav dr inte uppfylld for alla f och alla 16sningar.
Man kan ocksa svara med ett explicit motexempel.

d). Det finns en kontinuerligt deriverbar funktion f sadan att ekvationen

Y1) = 1ye)

har en kontinuerligt deriverbar 16sning y(¢) definierad pa ett 6ppet intervall / med egenskap att
y'(t1) < 0ochy'(tz) > 0 for nagra ¢y, ty € 1.

Losning. Falskt! Antag motsatsen: att det finns en kontinuerligt deriverbar 16sning y(t) definie-
rad pa ett oppet intervall / med egenskap att 3/ (¢;) < 0 och y/(t2) > 0 for nagra ¢y, t € 1.

Eftersom bade funktionen f(y) och l16sningen y(t) &r kontinuerliga, sa dr sammansittningen
f(y(t)) kontinuerlig. Eftersom f(y(¢1)) = v'(t1) < 0 och f(y(t1)) = ¥/(t2) > 0, sé finns det
en punkt to mellan ¢; och t5 dér f(y(t9)) = 0. Men ekvationen ir autonom, och f(y(to)) = 0
medfor att y(t) = y(to) for alla ¢t € I dr (ekvilibrium) 16sning.

Eftersom f dr kontinuerligt deriverbar, kan entydighetssatsen tillimpas. Denna medfor att ek-
vilibriuml6sningen y(t) = y(to) for allat € I dr den enda 16sningen som uppfyller y(t) = y(to).
Men for ekvilibriumlosningen har vi ¢/ (t1) = v/(t2) = 0, vilket strider mot antagandet.



