KTH, Matematik
Maria Saprykina

Losningsforslag till tentamen i SF1683 och SF1629 (del 1)
18 december 2017

Tentamen bestar av sex uppgifter dir vardera uppgift ger maximalt fyra podng.

Preliminéra betygsgrinser: A-21 poidng, B-19, C-16, D-13, E-11, Fx-10.

Det finns mojlighet att komplettera betyget Fx inom 4 veckor. Kontakta i s& fall Maria Saprykina.
OBS: For full poing krivs fullstindiga, tydligt presenterade och vidlmotiverade l6sningar som dr
latta att folja. Markera dina svar tydligt.

1. Betrakta differentialekvationen

, 1
Ty —y=-—.
Y
a). Bestdm den 16sning till differentialekvationen som uppfyller y(1) = —2. Bestidm losningens
existensinterval.
Losning. Ekvationen kan skrivas om som
v +1

xy =
Yy

Den ér separabel, och for  # 0 &r den ekvivalent med

ydy dr 1 9 2 1/2
/y2+1_/?<:>§ln(y +1) =Infz[+C & (¥ + 1) = Cyla],

dir Cy = e“t > 0. Eftersom begynnelsevirdet ér angivet i # = 1 > 0, betraktar vi intervallet
x > 0 (och hdr z = |z|). Vi far 16sningar y = v/Cz? — lellery = —/Ca? — 1.
Begynnelsevirdet ger: —2 = —/C — 1 < C' = 5. Losningen till begynnelsevirdesproblemet

iry = —v/522 — 1. Den ir definierad for alla 2 > \/Lg

b). Kan man hitta en 16sning y = ¢(x), = > 0, till differentialekvationen ovan samt positiva
tal z1, x2 sddana att (1) < 0 and ¢(x2) > 0?

Losning. Antag att x; < x9. For x > 0 har viy/ = y?yrl, dvs ¢/(z) har samma tecken som y.

Omy = ¢(z1) < 0, sd dr ¢(z) avtagande, och dirfér maste vi ha ¢(z2) < ¢(x1) < 0. Svaret &dr
Ne;j.

2. Det ér ltt at se att y(x) = x? #r en 16sning till ekvationen
22%y" () — xy'(x) — 2y(x) = 0, x>0,
Bestdm den allménna 16sningen till ekvationen

20%y"(2) — 2y (x) — 2y(z) = 132°, = > 0.
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Losning. Beteckna y;(x) = 2. Vi kan anviinda reduktion av ordning och stka 16sningen pa
formen y(x) = y;(z)u(x). Vi deriverar ansatsen och sitter in i ekvationen. Efter forenkling far
Vi:

. , 7 13
723 (1) + 2% (2) = 132° & ' (2) + 2—1/(:10) = 71‘2.
x

Lat v(z) = «/(x). Da far vi en forsta ordningens ekvation

7 13

v'(z) + %v(x) = 7x2.
Multiplicerar med integrerande faktor 27/
(vx7/2)/ _ Ex%?/Q _ Exn/g
2 2

Integrering ger:
v =22 L C e =v=23+Cs7? o ulx) = }lx‘l + Chz™? 4 O,
Den ursprungliga ekvationen har 16sningar
y(z) =y (x)u(z) = Cra=? + Cya® + ixq

Denna formel beskriver den allménna Iosningen till den ursprungliga ekvationen. Motiverig ér
foljande:

Den allménna 16sningen till en inhomogen linjir ekvation dr summa av en 16sning till denna
ekvation och den allménna 16sningen till motsvarande homogena ekvationen.

Bade y; = 22 och y» = 2~ /2 dr 16sningar till den homogena ekvationen. De utgdr en funda-
mental 16sningsméngd for den homogena ekvationen eftersom

Wiy, ye) #0 for x > 0.

(Verifiera!) Funktionen y,(z) = 125

7 @r en 10sning till den ursprungliga inhomogena ekvationen.

3. a). Los begynnelsevirdesproblemet

X' = (_12 _02) X, X(0)= G)

b). Skissa nagra 16sningskurvor i en omgivning av origo.

Losning.  Systemets matris har komplexa egenvéirden 1 = —1 + ¢ och 1, = —1 — 4. En
egenvektor motsvarande r; = —1 + i &r Vi = ('7). En komplex 16sning &r

) 1—2
7(t) = (—1+a)t )
(t) = e (_1)

Eftersom systemets matris dr reell, och r; # 75, vet vi att real- och imaginirdel av Z(t) &r tva
linjédrt oberoende 16sningar. Dessa ges av

X\(t) = Re(Z(t)) = et<

cost +sint

) Xalt) =z =

—cost + sin t>

—cost —sint



Den allménna 16sningen ges av X (t) = ¢; X (t) + co Xa(t).
Begynnelsevirdet ger:

X(0)=¢ (_11> + CQ(_Ol) = (D Sep=—1, cp=—2,

och losningen till begynnelsevirdesproblemet ges av

X(1) L (cost + sin t> Dot <— cost + sin t)
= —e — 2e .

—cost —sint

b). Eftersom matrisen har komplexa egenvirden med negativ realdel, dr 16sningskurvorna spi-
raller riktade mot origo. De roterar “moturs”. For att inse det, skissa en riktningsvektor, t.ex., i
punkt X = ((1)) Denna vektor dr X' = AX = (_02).

4. (SF1629) Bestim y(t) da

y(t) + 2/0'5 cos(t —u)y(u)du =1, t>0.

Ange dven y(0).
Losning. Observera att integralen ovan kan tolkas som faltning: (cosu * y(u)). Vi laplacetrans-
formerar ekvationen (betecknar Y'(s) := L[y|(s))):

s 1
Y 2 Y(s)=-.
() + s2+1 () s
Vi I6ser ut Y (s):
s2+1
Y(s) = :
(5) s(s+1)2
Partialbraksuppdellning ger:
1 2
Y(s)=-—
(s) s (s+1)

Inverstransformering ger
y(t) =1—2te".

y(0) kan bestimmas fran den ursprungliga ekvationen: y(0) = 1. Detta stimmer dverens med
l6sningen.

4. (SF1683) Anvind en lamplig Lyapunov funktion for att avgéra om kritiska punkten (0, 0) for
systemet

¥ =2y — a3

y/ = —p — y3
ar stabil, asymptotiskt stabil eller instabil. Tips: Sok en Lyapunov funktion pa formen V' (z,y) =

ax?® + bry + cy? med limpliga konstanter a, b, c. Formulera den sats du anviinder, motivera alla
steg.
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Losning. Antag att ett autonomt system

z' = F(z,y)
y = G(z,y)

dir (z,y) = (z(t),y(t)) har en isolerad kritisk punkt i origo. Antag att det finns en funktion
V' (z,y) som dr kontinuerlig med kontinuerliga forsta partiella derivator och positivt definit, samt
att funktionen

ov ov
ar negativt definit i en omgivning av origo. Da &r origo en asymptotiskt stabil fixpunkt (se Theo-
rem 9.6.1 i boken).
Vi soker Lyapunov funktion pa formen V' (z,y) = ax® + bxy + cy*. Lat (z(t),y(t)) vara en
16sning till systemet.

d _8V , OV ;o 3 o
EV(x(t),y(t)) =52 +8—yy = (2ax + by)(2y — 2°) + (bx + 2cy)(—z — y°)

= (4a — 2¢)zy — 2az* — 2cy* + 2by® — byx® — ba® — bay?®
Latoss viljab = 0, a = 1 ¢ = 2a = 2. D4 #r funktionen V(z,y) = 2% + 2y positivt definit

(dvs V(z,y) > 0 for alla (z,y) # (0,0)), och LV (x(t),y(t)) = —2z* — 4y negativt definit.
Lyapunovs sats innebr att kritiska punkten (0, 0) dr asymptotiskt stabil.

5. Betrakta Bessels ekvation:

2%y (x) + 2y (2) + 2”y(z) = 0.

a). Visa att O dr en reguljir singuldr punkt.

b). Bestim en potensserielosning y(x) som uppfyller (0) = 1.
Losning. Var ekvation har form P(z)y"(z) + Q(z)y'(z) + R(z)y(x) = 0 ddr P(x), Q(x) och
R(x) &r analytiska funktioner. Eftersom P(0) = 0, & x = 0 en singulér punkt. Eftersom bade

xggg = 1 och z? 1}353 = 2?2 har #ndliga grinsvirden dd x — 0, dr detta en reguljdr singulér
punkt.

Vi gor ansats for en losning: y(z) = Y a,z™"" dir r och a,, n = 0,1,2,... sokes, och
aop 7é 0.

Vi behover uttrycket zy(z) = >0 ap,z" 2 =" a, oz
Deriverar ansatsen och sitter in i ekvationen:

Y (z) = Z(n — a2y (2) = Z(n —7r)(n—r —1)a,a™t" 2
n=0 n=0
Z(n —r)(n—r—1)a,xz""" + Z(n —1r)a, " + Z Ap_ox" " =0
n=0 n=0 n=2
Jimfor koefficienter vid 2" for n = 0,1,2,.... For n = 0 har vi: r?aq = 0. Eftersom ay # 0

enligt antagandet, har vi 7 = 0 (dvs indexekvationen har en dubbelrot r = 0).



Vidare, n = 1 (och r = 0) ger a; = 0, och forn = 2,3 ... har vi
Noly = —0p_2.
Med hjélp av induktionsprincipen visar man att forn = 0,1,2, ...

(="
(27n!)?

aont1 =0, ag, = ag.

((2;111)!)”2”

Vi har y(0) = ag. Den 16sning som uppfyller y(0) = 1dry(z) =1+ > 7

och vi far losningar y(x) = ag Y,
( 1)7L

n= 12"n'

6. Avgor om foljande pastaenden &r sanna eller falska. Fullstindig motivering kridvs! Varje kor-
rekt delsvar ger 1p.
a). Ekvationen

y'(z) = siny(z) +2
har en begrinsad 16sning.

Losning. Falskt. Eftersom siny(z) > —1 forallax € R, har viy/(z) > 1 for alla = € R. Dérfor
kan begrinsade 16sningar inte finnas.

b). Begynnelsevirdesproblemet
dy

2 = sing — ———, y(0)=0
0 e¥ -sinx Eat y(0)
har en unik 16sning definierad i en omgivning av origo.
Losning. Sannt. Ekvationen har form % = f(z,y), dir f(z,y) = e “e¥" -sinz —e~ 2+1 Ob-

servera att bade f(z,y) och dily f(z,y) dr kontinuerliga i en omgivning av origo (faktiskt, for alla
(x,y)). Satsen om exixtens och entydighet av 16sningar medfor nu att begynnelsevirdesproblemet
ovan har en unik 16sning definierad i en omgivning av origo.

c). Lat f och g vara tva kontinuerliga funktioner fran R till R. Om ¢; och ¢, &r 16sningar till

Wity = rtyotn) + o),

(definierade pa R) sa &r dven 3¢; — 2¢, en 16sning till samma ekvation.

Losning.  Sannt. Lat y,(x) vara en 16sning till ekvationen ovan, och y;,(x) vara en icke-trivial
16sning till den homogena ekvationen %2 5. (t) = f(t)o(t). Varje 16sning till den ursprungliga ek-
vatione har form form

¢(x) = cyn(x) + yp(),
och alla uttryck av denna form 4r 16sningar till ekvationen. Vidare, lat ¢;(z) = c;yn(x) + yp(2),
it = 1,2, vara de givna losningarna. Da dr

31 — 202 = 3(c1yn(x) + yp(@)) — 2(cayn(x) + yp(2)) = (Ber — 2¢2)yn(x) + yp()

har samma form, och dr déarfor en 16sning till ekvationen.



d). Det finns ett § > 0 sadant att om |a| < 4, sa uppfyller 16sningen x = ¢(t) till begynnel-
sevidrdesproblemet

2"+ 20" =32 +r -2 =0, 2(0)=a, 2/(0)=0
att tliglo o(t) =0.

Losning.  Sannt. Detta problem handlar om stabilitet. Skriv om ekvationen som system: 14t
y:=12'.Day = 2", och vi far systemet

=y
y = —2y + 3y? — x + 223

Vi linjdriserar systemet i origo. Det linjériserade systemet har form X’ = AX dar

= (% )

Matrisen A har egenvirden r; = ry = —1 < 0. Detta medfor att det ursprungliga systemet ar
asymptotiskt stabil. Dérfor finns det § > 0 sadant att om (z(0)%+52(0))/2 < 6,54 (z(t), y(t)) —
(0,0) dd t — oo. Detta medfor pastaendet ovan som specialfall.



