SF1669 Matematisk och numerisk analys IT
Losningsforslag till tentamen 2018-03-14

DEL A

1. Berdkna integralen / / (x 4+ 2° + y*) drdy dir D ir en cirkelskiva med radie a och
D
medelpunkt i origo. (4 p)

Losningsforslag. Vi anvinder polédra koordinater i planet genom att sétta
r =rcost, Yy =rsint, 0<r<a, 0Zt<2m.

Integralen Gvergar da i

2w
// T+ 2+ yP dydz—/ / rcost—i— (rcost)? +(rsint)2)rdrdt

3 4
/ / (r*cost +r®) drdt = /(%Cost+4)dt:%.
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2. Givet funktionen f(x,y, z) = z2° + 2%z + y2°.
a) Bestdm en ekvation for tangentplanet till ytan f(z,y,z) = 3 i punkten (z,y,2) =

(1,1,1). 2p)
b) Bestdm en riktning v sd att riktningsderivatan f,(1,1,1) = 0. 2p

Losningsforslag. a) Sitt F'(x,y,z) = f(z,y,2) — 3 = 0. Denna ekvation representerar en
nivayta och darfor kan tangentplanet ges genom att bestimma normalen till ytan i den
aktuella punkten. Vi har saledes att

n=VF = (2% + 2232, 32%y%2 + 2%, 322 + 2% + 3yz?)

som i punkten (1,1,1) blir n = (3,4, 7). Ekvationen for ett plan genom punkten x° med
normalen n ges da av

n-(x-—x")=3,47-(z-1,y—1,2z-1)=0

dvs
3r+4y+ 7z = 14.

b) Observera att vi redan har fatt fram Vf = VF i den aktuella punkten, som &r
Vf(1,1,1) = (3,4,7). Riktningsderivata i riktningen v = (v, 1o, v3), med ||| = 1 ska
vara noll, dvs

(3,4,7)'1/20 — 3l/1+4l/2+7l/3:0.

Dvs varje vektor med den egenskapen uppfyller kravet. Ett exempel dr %(—4, 3,0).
Observera att varje vektor parallel med tangentplanet uppfyller detta villkor.

Svar. a) 3z +4y+ 5z = 14.
b)  Alla vektorer parallella med tangentplanet. Det kan finnas olika svar.
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3. Antag att du har approximerat integralen

36
/ e dy
0

med trapetsregeln dir du anvinde steglingd h = 0.1. Du har uppskattat felet till ca 1.6 -
10~%. Om du vill minska felet till 10~7, hur bor du vilja din steglingd? 4p)

Losningsforslag. Trapetsregeln dr en andra ordningens metod sa felet e, vid stegldngd h &r
approximativt proportionellt mot A2, dvs

en ~ Ch2
Med de givna siffrorna har vi

1.6-1074
L6-107~ C(0.1)°, = COn—55—=16-107".
For att fa felet 10~ behdver vi da hitta en steglingd h som uppfyller
1072
1.6-107R*~ 1077 = h=x

= 0.0025.
V16

Vi kan alternativt observera att vi behover minska felet med en faktor 1600 och maste da
minska ~ med en faktor +/1600 = 40. Vi far samma svar eftersom 0.1/40 = 0.0025.

Svar. h = 0.0025
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DEL B

4. Lat F(z,y,2) = (zsiny,xz cosy, xsiny).
(a) Visa att vektorfiltet F ir konservativt i R3. 2p)
(b) Berikna

/zsinydx+xzcosydy—l—xsinydz
-

da v &dr kurvan som kan parametriseras som r(¢) = (cost,sint,t/7) nir ¢ 16per fran
0 till 7. 2p
Losningsforslag.
(a) For att visa att F dr konservativt (i hela rummet R?) riicker det att visa att
VXxF =0,

i hela R3, eftersom R? #r enkelt sammanhingande. Lat P = zsiny, Q = zzcosy
och R = x siny beteckna de tre komponentfunktionerna hos F'. Vi far

0 0 0 OR 0Q OP OR 0Q OP
VxF=|— 2 2)x(PQR =22 Z¢ 2 Y20 70
<8x’8y7az) (P.Q.R) ( ’ )
= (zcosy — xcosy,siny — siny, zcosy — zcosy) = (0,0,0).
(b) Eftersom filtet dr konservativt kan vi byta vdg. Vi observerar att kurvan  gar fran
punkten (1,0, 0) till punkten (—1,0,1). Vi viljer det rita linjesegmentet [ som 16per

mellan dessa punkter som integrationsvig, och [ kan parametriseras med r(¢) = (1 —
2t,0,t) med ¢ 16pande fran O till 2; detta ger r'(¢) = (—2,0,1) Vi far

/zsinydm+xzcosydy+xsinydz = /zsinydm+xzcosydy+xsinydz
o7 l

= /Q(tsin()) (=2) + (1 —2t)(tcos0) - 0+ (1 — 2¢t)(sin0) - 1 dt = 0.

Alternativ 16sning for b) delen ir att ta fram potentialfunktionen ¢(x,y, z) = zzsiny
och bestdimma integralen via potentialfunktionen

/zsinyd:ﬂ + xzcosydy + xsinydz = ¢(r(m)) — ¢(r(0)) = ¢(—1,0,1) — ¢(1,0,0) = 0.

o

Svar. a) Se ovan
b) Integralen blir 0.



SF1669 Matematisk och numerisk analys II — Losningsforslag till tentamen 2018-03-14 5

5. Funktionen f(z,y) ér tvd génger deriverbar med kontinuerliga andraderivator i hela R
Vidare forn = 1,2, - - -, giller det att

1 100
‘Vf(ﬁ,()) < — samt f22(0,0) =4,  f,,(0,0) =0 f,,(0,0) =2.
a) Ar origo (0,0) en kritisk punkt till f? (Motivera ditt svar.) 2p

b) Anta (oavsett uppgift a) att origo &r en kritisk punkt for f och avgoér om origo dr en
lokal maximum, minimum eller sadel punkt.

2p)
Losningsforslag. a) Da (z,y) — (0,0) lings sekvensen (1/n,0) sd har vi att
1 100

Dessutom har f kontinuerliga derivator, dvs V f dr kontinuerlig. Detta medfor att
lim : Vi(x,y)

(2,y)—(0,0

— 0.

dr oberoende av valet av (x, y) och déarfor
Vi(z,y) = (0,0).

im
(z,9)—(0,0)

Alltsa origo &r en kritisk punkt.
b) Eftersom f(x,y) dr tva ganger deriverbar med kontinuerliga andra derivator sa skrivs
Fz,y) = £(0,0) + 42 + 2y + O(a® +y*)** > £(0,0)
da (z,y) # (0,0) i en omgivning av (0, 0). Dvs f har en minimipunkt i origo.

Svar. a) Ja, origo ér en kritisk punkt.
b) En minimi-punkt.
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6. Vi vill bestimma ett tredjegradspolynom p(x) = ¢y + 1 + cox? + c3x® som interpolerar
punkterna:

x|-11-05]05]2
y| 1] 2 |0 -3
(a) Still upp det linjédra ekvationssystem som maste 16sas for att berdkna koefficienterna

Cj. 2p)
(b) Istillet for att interpolera den tredje punkten (z,y) = (1/2,0) vill vi nu att foljande

integralvillkor ska gilla

1
/ p(z)dr = 1.
0

Hur dndrar sig ekvationsystemet? 2p

Losningsforslag. a) Polynomets koefficienter skall satisfiera ekvationerna

p(—l)zl, = Co—Cl+CQ—03:1,
p(—1/2) =2, = co—c1/2+ co/4—c3/8 =2,
p(1/2):O, = C0+Cl/2+C2/4+Cg/8:O,
p(2) = -3, = co + 2¢1 + 4cg + 8cs = —3,
I matrisform far vi

1 -1 1 -1 Co 1

1 —1/2 1/4 -1/8 al|l | 2

1 1/2 1/4 1/8 ol | O

1 2 4 8 C3 -3

b) Den tredje ekvationen (p(1/2) = 0) byts nu mot

1 1
/ p(z)dr =1,= / co+ a1 + e + c3xdr = 1,
0 0

2 3 4 1
= — - Z =1
[cox+612+023+034 ) ,

1

1
$00+01§+62§+C3Z:1.

Den tredje raden i matrisen och tredje elementet i hogerledet dndrar sig darfor. Det nya
systemet blir

1 -1 1 -1 co 1
1 —1/2 1/4 =18 || | 2
1 1/2 13 1/4 ||| " | 1
1 2 4 8 cs -3
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DEL C

. (a) Betrakta optimeringsproblemet att hitta storsta samt minsta virdet for en funktion
f(z,y) under bivillkoret g(x,y) = 0, ddr f och g dr funktioner med kontinuerliga partiella
derivator i hela R?. Antar f alltid ett storsta och ett minsta virde pa méingden g(z,y) = 0?
Bevisa ditt pastaende eller ge ett motexempel. (1p)

(b) Herbert ska bygga en snogubbe bestaende av tva snoklot staplade pa varandra. Han vill
att snogubben ska ha hojden 2 m samtidigt som han vill minimera det arbete som krivs
for att bygga snogubben, dvs. minimera snogubbens totala potentiella energi. Anvand Lag-
ranges multiplikatormetod for att bestimma vilka radier de tva kloten ska ha for att mini-
mera potentiella energin. OBS: Enbart Lagranges metod ger poédng. 3p)

(Ledning: En kropp har den potentiella energin mgh déar m dr kroppens massa, g tyngdac-
celerationen, och A dr masscentrums hojd éver markplanet. Du kan dven anta att snén har
konstant masstéthet p.)

Losningsforslag. a) Nej, detta behover inte vara fallet om {g = 0} ej begrinsad. Ett exempel

ges av funktionen f(z,y) = x? + y?, och g(x,y) = x och f fér inte maximum pa g = 0.
Ett alternativt exempel dr f = 1/(z* + y?) pd en obegrinsad kurva g = xy, sig. Vi har
f > 0 och minimum antas inte, pa kurvan.

b) Infor beteckningar

r = radie av undre klot s = radie av Ovre klot

Snogubbens potentiella energi ges av

W = Myndred” + movreg(QT + 3)
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dar
4 4 4 4
Muyndre = =TT P, Mopre = =TS°P.

3 3
Alltsa

4 4 4
W = gﬂTBpgr + §7r53pg(27" +s) = 37PY (r* +s*(2r + 5)) .

Villkoret att snogubbens hojd dr 2m ger att 2r + 25 = 2dvsr + s = 1.
Problemet kan nu formuleras som minimeringsproblem

min f(r,s) = 7' + s*(2r + s) da g(r,s)=r+s—1=0,
samt r, s > 0. Enligt Lagranges metod har vi
Vf=(4r® 425 65°r +4s5°) = A\Vg = A\(1,1)

som leder till 473 — 25 — 6s%r = 0. Bivillkoret r + s = 1 ger att s = 1 — 7 som insatt i
ekvationen medfor

42 =2(1=r)P =6(1—r)’r=0 — 3r’—1=0
somharlésningenr=1//§>0.
Eftersom f(1/v/3,1—1/v3) =1-4/3v/3 < 1= f(1,0) = f(0,1) sd gerr = 1//3

och s = 1 — 1/+/3 minst potentiell energi.

Svar. r = 1/\/§ochs =1- 1/\/§



SF1669 Matematisk och numerisk analys II — Losningsforslag till tentamen 2018-03-14 9

J[tas

da S betecknar sfiren 22 + y? + 2% = a2 4 p)

8. Berikna ytintegralen

Losningsforslag. Pga symmetri far vi

//x4dS://y4dS://z4dS:1//x4+y4—|—z4d5
S S S 3 S

_! / / (2,47, 2%) - (2,9, 2)dS = 2 / / (28,4, 2%) - NS,
3/) /s S

Vi anvinder nu divergenssatsen och integralen blir

a 2 s
2 /// 3(z° +y* + 2%)dV = a/ R2R2dR/ de/ sin ¢dp = 4ma® /5.
3 r24y2+422<a? 0 0 0

Alt. 1osning Man kan anvinda sfiriska koordinater och successiv integrera termerna

2 T 2m g
// ztdS = / / a* cos? @ sin* ¢psin ¢ a?dhdg = a° / cos* 0db / sin® pde
S o Jo 0 0

¢3m 16 4aSx
4 15 5
Anvinder man sig av denna metod maste man kunna mins en ad dessa formler:
sin® ¢ = (5/8) sin ¢ — (5/16) sin(3¢) + (1/16) sin(5¢)
sin® ¢ = (1 — cos® ¢)?sin ¢
som kan integrears. Integralen foﬁ sin® ¢d¢ kan beriknas

= 4ma®/5

U = CoS ¢

/7T sin® ¢pdo = /Tr sin? ¢ sin ¢pdop = /ﬂ(l — cos® ¢)?sin ¢pdg = { du = —sin ¢
0 0 0

u:l— —1
! 16
— 1_22d _
[ - wra= g

1
I bada fallen har vi anvént sfirsika koordinater enligt

T = acosfsin ¢, y = asin 6 sin ¢, Z=acoso

med
0<60<2m, 0<op<m.

Svar. 47a®/5
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9. Lat ,
P(t) = cos(wt)e 7",
Parametrarna w och o ska bestimmas s3 att
¢(1) = 0.05, »(2) = —0.95.

Virdet pa w ska ligga i intervallet (0, 4). Problemet leder till ett ickelinjért ekvationssystem
for o och w som ska l6sas med Newtons metod for system.
(a) En bra startgissning for w dr 1.57. Ange, med motivering, en bra startgissning for

0. (1p)
(b) Skriv ett MATLAB-program som implementerar Newtons metod for system och beridknar
virden pa w, o med fel mindre &n 10710, 3p)

Losningsforslag. a) En bra startgissning ges av 10sningen till det nédrliggande problemet dér
¢(1) = 0 och ¢(2) = —1. Detta problem har 16sningen w = 7/2 ~ 1.57 och o = 0.
b) Vi behover 16sa F'(w, o) = 0, ddr
[ cos(w)e™? —0.05
Flw,0) = (cos(2w)e_4g + 0.95> '
Funktionens Jakobian-matris dr
J(w,0) = < — sin(w)e~ —cos(w)e~ ) .

—2sin(2w)e 17  —4cos(2w)e 47

Med X,, = [w,, 0,]7 blir Newtons metod
X1 = Xo — J(X)'F(X,),  Xo= (1'057) .

Losningen blir w ~ 1.5202 och ¢ ~ 0.011541.
En Matlab-implementation kan se ut som foljer:




