KTH Matematik

TENTAMEN, DEL 2
SF1524
GRUNDLAGGANDE NUMERISKA METODER OCH PROGRAMMERING
Fredag 16 mars 2018 kl 8.00-11.00

Réattas endast om del 1 ar godkéind. Max antal podng pa denna del ar 50. Betygsgrans:
10p D, 20p C, 30p B, 40p A. Svar skall motiveras och utrédkningar redovisas. Korrekt svar
utan motivering eller med felaktig motivering medfér podngavdrag.

Inga hjidlpmedel ar tillatna (ej heller minirdknare).

P1. Givet ar foljande tabell av métvirden

t 02 03 04 05 0.6
[l 2 3 4 2 2

(5 p) a. Anvind virdena i tabellen och trapetsregeln med steget h = 0.1 f6r att berdkna
integralen
0.6
f(t)dt
0.2

Gor en feluppskattning. Funktionen f antas vara snall.

Losning:
11
T(0.1) =01(2/2+3+4+2+2/2) = 5 =11
12
T(0.2) =0.2(2/2+4+2/2) = 0= 1.2
7(0.2) —T(0.1 1
Feluppskattning : 7(0-2) 5 (0.1 =3 1071
(3 p) b. Virdena pa f(t) 4r uppmétta med en osékerhet pa +0.2. Uppskatta en gréins

for det totala felet i integralvardet som du berdknade i a.

Losning: Totala felet:

11(f) = T(h )l = 11(f) = T(h. f) + T(h, f) = T(h, f)

1(5)



(2 p)

(3 p)

(3 p)
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bestar av:

Diskretiseringsfel: || 1(f) — T'(h, f)|| uppskattades i a) till § - 10~

+

Funktionsfel: | T(h, f) — T'(h, f)|| < Ey(b—a) =0.2- (0.6 — 0.2) = 0.08

c. Minskar det totala felet om du far fler matvarden?

Losning: Fler métvirden minskar diskretiseringsfelet men inte funktionsfelet. Ef-
tersom det totala felet domineras av funktionsfelet sa hjalper det inte att fa fler
matvarden.

P2. Vi vill berdkna y(t) som uppfyller den ordinéra differentialekvationen
y" +3y =3V +12 =0, y(0)=0, y(0)=-1, y"(0)=1.

a. Infér lampliga beteckningar och skriv ekvationen som ett system av forsta
ordningens differentialekvationer. Glom inte begynnelsevillkoren!

Lo6sning: Infor tre nya variabler och formulera differentialekvationer for var
och en av de nya variablerna

U =1y uy = uy u1(0) =0
ug =19y uy = us u(0) = —1
us=y"  uy=-3ups+3e " —t*  uz(0)=1

b. Vad blir approximationen av ¢'(1) med Framat Euler (explicit Euler) och steg-
langden 0.57

Loésning: Framét Euler for o' = f(t,u): v = u"+hf(t",u™). Med steglingd
h=0.5 och f(t,u) fran a. far vi

=0 tt=0+h=05
0 -1 -0.5
ud = -1 ut=u’ +h 1 = -0.5
2 —3(=1) + 3" — 02 4
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2=05+h=1
-0.5 -0.5
w=1 -05 | +05 4
4 _

y'(1)=—05405-4=15

. Skriv en detaljerad algoritm i MATLAB som beréknar y(¢) fram till ¢ = 5 och

plottar y(t). Algoritmen ska vara baserad pa Framat Euler-metoden.

Losning:

f=0(t,u) [u(2); u(3); -3*u(2)+3*exp(-u(l))-t~2];
N=500; ‘%antal delintervall, &ndra N for att &ndra noggrannheten
h=5/N;
u0=[0 -1 1]; %begynnelsevdrden
t=[0:h:5]’;
U=zeros(N+1,length(u0)); U(1,:)=u0; Y%initiera tabell for 1ldsningen
for i=1:N
UG+, :)=U@, ) +h*f (£ (1) ,U(, )
end
figure;
plot(t,U(:,1))

. Utoka MATLAB-programmet sa att det berdknar baglangden L av y(t) i inter-

vallet ¢ € [0, 5]. Baglangden ges av

L= /5 V14 y/(t)3dt.

MATLABs inbyggda funktioner for integration far ej anvandas hér.

Losning: Koden i b. utokas med foljande satser

F=sqrt (1+U(:,2).72);
L=h*(F(1)/2+sum(F(2:end-1))+F(end)/2);
disp([h L1)
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e. Beskriv hur man kan ga tillviga for att uppskatta tillforlitligheten i approxi-
mationen av L.

Losning: Los problemet med N=500, 1000, 2000, osv. Skillnaden i L-varden
ger en skattning av felet.

P3. Du vill berdkna derivatan av en snéll funktion f(z). Du kdnner inte till dess precisa

form, men har tillgang till en MATLAB-funktion med funktionshuvud
function f=func(x)

som givet x ger dig f(z). Du har ocksa tillgang till en funktion i MATLAB dér en
numerisk metod for att approximera f’(x) finns implementerad. Den har funktions-
huvudet

function Dh=numder (x,h)

dér h ar en steglangd och z punkten dér man vill approximera derivatan. Till
exempel kan differensapproximationen

vara implementerad i numder.

a. Visa att differensapproximationen i (1) minst har noggrannhetsordning ett.

Losning: Anvind Taylorutveckling
Felot = D(h) — f'() = 3 (& + h) — [(2) ~ (x) =

= (f(x) +hf'(x) + hQ@ +O(h*) — f(x)) — fl(x) = h%(x) + O(h?).

dvs vi har minst noggrannhetsordning ett.

b. Du vill veta vad den numeriska metoden som ar implementerad i numder har
for noggrannhetsordning. Tyvérr dr funktionen numder daligt kommenterad.
Forklara hur du skulle ga till viga for att bestdmma noggrannhetsordningen
genom numeriska experiment. Motivera ditt svar.

Losning: Jag berdknar D(4h), D(2h) och D(h) for t.ex. h = 1072 i en punkt
x och antar att ordningen &ar p. Da ar

D(4h) = D(0) + (4h)Pc; + O(RP*1)

A(5)
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D(2h) = D(0) + (2h)Pcy + O(hP)
D(h) = D(0) + (h)Per + O(RP*Y)
Bilda kvoten

_ D(4h) — D(2h)  (4h)P — (2h)p AP —2 v ]

P op

"~ D(2h) —D(h)  (2hp—(hp 22—1 “2w—1

Om g ~ 2 sa ar p=1, om g ~ 4 sa ar p=2, osv.

. Du vill nu hitta det = som ger f(z) = 10. Det finns en 16sning i nérheten

av x = 2. Skriv ett MATLAB-program som hittar detta x med ett fel som &ar
mindre dn 0.5-107%. Programmet kan anropa pé funktionerna som givits ovan.

Lo6sning: Anvind Newton-Raphsons metod for att 16sa den ickelinjéra ekva-
tionen f(x) — 10 = 0.

x=2; Jstartgissning

h=0.01 Y%steglédngd

dx=1;

while abs(dx)>0.5e-8
f=func(x)-10;
fprim=numder(x,h) ;
dx=-f/fprim;
x=x+dx;

end




