TENTAMEN I VEKTORANALYS
SI11146 och SI1140 Del 1, VT18

Torsdagen 31 maj 14:00-19:00

Anteckna pa varje blad: Namn, utbildningslinje, arskurs och problemnummer.
Tillatna hjalpmedel: Formelblad som delas ut. Réknedosa ej tillaten!

Examinator: Edwin Langmann (Epost: langmann@kth.se)

Bonuspoangen fran kursomgangen VT18 adderas till forsta uppgiften, dock max 6
poang totalt.

Losningar: Kommer att finnas pa KTH canvas (Extentor).

Poéang: Varje uppgift kan ge 6 podng. Betygsgranserna finns pa KTH social (kurs-PM).
Motivera utforligt! Otillrackliga motiveringar kan medfora poangavdrag.

Notation: (z,y,z) ar kartesiska koordinater, och r = xe, + ye, + ze, ir ortsvektorn.
(p, 0, z) ar cylinderkoordinater definierade genom x = pcos p, y = psinp, z = z. (1,0, )
ar sfariska koordinater definierade genom x = rsinf cosp, y = rsinfsiny, z = rcosf.

1. (a) Berdkna uttrycket A[(a x r)-(a x r)] med hjélp av indexridkning (a=konstant
vektorfilt). (3p)

(b) Forenkla vektoruttrycket ux (V xv)+v x (V x u) med hjélp av indexrékning.
Ledning: Resultatet som skall hérledas ér ¢; V(u-v) +cy(u- V)v +c3(v - V)u med
vissa konstanter c¢;, ¢a, ¢3. u och v ar deriverbara vektorfilt. (3p)

2. (a) Berdkna integralen

ﬂ UdS (dS = 7dS)
S

dar S ar randytan till cylindern 22 + y? < R?, 0 < z < R dér n pekar utat, och
U = 2x — 3y + 5z ar ett sklarfalt; R > 0 ar en konstant. Ledning: Anvand en
integralsats. (4p)

(b) Visa att epsilon-symbolen ¢;;;, definierar en isotrop tensor, dvs. en tensor som
har samma komponenter, €, = €, i alla hogersystem. (2p)

3. (a) Transformera vektorféltet u = (z+y)e,+(y—x)e,+ze, till sfariska koordinater
r,0,¢! Ledning: Du kan anvinda att e, =r/r, e, = (—ye, + ze,)/p. (2p)

(b) Visa att vektorfiltet B = Byre, har en vektorpotential A (By > 0 &r en
konstant). Berékna en vektorpotential A till B som uppfyller e, - A =e,- A = 0.

(2p)
(¢) For vilka varden pa konstanten n uppfyller skalarfaltet! U(r) = |r|” den bihar-
moniska ekvationen AAU = 07 (2p)

el =2+ g2+ 2



4. A och B #r godtyckliga vektorfalt. Ar foljande pastaenden korrekt? Om ja, bevisa
det. Om inte, réatta till och bevisa det. (24+2+2p)

(a) div(A x B) ér lika med B-rot A — A -rot B
(b) Om rot A =0 sa ar (A - V)A lika med grad(A - A).
(¢c) Om A = krotB, B = Ekrot A och divB = 0, sa giller AB = 0 (k konstant).

5. Maxwell-ekvationerna lyder

10B 10E
V.E—p V-B=0 vxE=—8 v« B__J+_a_
c Ot c Ot

dar E ar elektriska faltet, B magnetfaltet, J stromtéatheten, p laddningstatheten,
¢ ljusets hastighet, och t tiden. Som vi diskuterade i foreldsningen kan tva av
Maxwells ekvationer losas genom att introducera en vektorpotential A och en
skalarpotential ¢ sa att

B=VxA, E= —lgA Vo.
cot
(a) Visa att, om man véljer A och ® sa att
109
- A=0,
c Ot v

sa uppfyller ® och A en inhomogen Végekvatlon Ledning: “Faltet U uppfyller
inhomogena vagekvationen” betyder att aaﬁU — AU = k dar k ar ett filt av
samma typ (skalér eller vektor) som U.

(b) Betrakta speciallfallet p = 0, J = 0, och anta att ®(r,t) = f(u,v)cos(wt)
oberoende av z, dar (u,v, z) ar paraboliska koordinater
L

xzi(u —?), y=wv, z=2=z

(denna ansats motiveras t.ex. med vissa symmetriargument som vi inte bryr oss
om hér). Hérled partiella differentialekvationerna som funktionen f(u,v) maste
uppfyllar om ® skall uppfyllar vagekvationen i (a)!

Ledning: Paraboliska koordinater ar ortogonala och h, = h, = vu? + v%. (6p)

6. Du skall stélla upp och 16sa en modell for stationdra temperaturen 7'(r) inom ett
sfariskt omrade Ry < r < Ry (R; > 0 och Ry > Ry ar konstanter; modellen
beskriver, t.ex., temperaturen inom jordklotet utanfor jordens inre kdrna).

Véarmestrommen j ar proportionell mot gradienten av temperaturen (Fouriers lag),
och det finns inga varmekéllor (dvs. j ar divergensfritt). Temperaturen 7'(r) vid
inre randen r = R; (som kallas randtemperaturen och betecknas med T'|,—g,)
ar fixerad och lika med T;. Vid randen r = R, giller Newtons avkylningslag,
dvs., normalkomponenten av varmestrommen ar proportionellt mot skillnaden
mellan randtemperaturen T'|.—, och den konstanta omgivningstemperaturen T5.
Ledningar: Stall upp ekvationerna och berédkna T'(r). Infor sjdlv konstanter du
behover! Temperaturen beror bara pa r. (6p)

LYCKA TILL!



Formelblad Vektoranalys

Foljande formler galler i ett ortogonalt, kroklinjigt koordinatsystem med koordina-
terna wuy, ug, us, basvektorerna eq, es, es och skalfaktorerna hq, ho, h3:

o dr = hl du1 e + hz du2 ey + hg du3 €3

1 0¢ 1 0¢ 1 0¢
gradgb—hlalel—i-hZaz +h38u365

1 [0 0 0
ivA = hahsA —(hsh1 A hiho A
o div Il aul( 2l 1)4—(9 (hshiAz) + au3< 1haAs)
h161 h2€2 h3€3
1 0 0 0
tA=
* o h1h2h3 (9u1 811,2 6U3
hlAl h2A2 h3A3

_ 1 0 (haohs O¢ 0 (hshy O¢ 0 (hihy 09
dlvgrad¢ n hthhg |iau1( hl 8u1) + 8U2< hg 8U2> + 8U3< hg 8U3>

dar Ay, As och As ar de kroklinjiga komponenterna av vektorféltet A,
A:A161 +A2€2+A3€3.
Specialfall

Cylinderkoordinater: h, =1, h,=p, h,=1.
Sfariska koordinater: h, =1, hg=1r, h,=rsinb.

e-0-relationen (tensornotation)
€ijk€ktm = iﬂéjm - 5im5je

Stokes sats (tensornotation)

/ / emaAﬂ’“ “dS, = 7{ Ajp.. d,
C

Gauss sats (tensornotation)

0A,.

Tk g Ajp...dS,

i
S



Losningsforeslag tentamen SI1146 och S11140 Del 1, 31 maj 2018

1. (a) Hemtal 3, Uppgift 3b). (b) Hemtal 3, Uppgift 3.2(b) (Losningsforeslag till
Hemtal 3 finns pa canvas).

2. (a) Gauss sats ger (e; ar enhetsvektorer i ett kartesisk koordinatsystem)

S S S v v
dvs.
ﬂUdS:// VUdV:/// (2e, — 3e, + 5e,)dV = (2e, — 3e, + 5e,)V
\% \%
S

dir V = R*rR = R3r ér cylinders volymen. Svar: | (2e, — 3e, + be,) R’

(b) Anta att €, 4r komponenter av tensorn i koordinatsystemet K, och L;; = € -e;
ar transformationsmatrisen till ett annat hogersystem. Transformationsregeln for
tensorer ger da komponenterna €;;;, av tensorn i koordinatsystemet K’

ngk = LgLjmLin€mn. (1)
Detta och definitionen av €;;;, ger
€195 = L1y Lom Lgn€imn = det(L) = 1 = €123

dir L = (L) (3 x 3 matris). (det(L) = 1 foljer fran LLT = I = det(LL") =
1 = det(L)? — det(L) = 1 (+1 darfor att K’ ar ett hogersystem). (1) och €, =

€nlm = —€min GET €15 = €5, = —€syp, SOM Visar att €, = €;jp. V.S.V.
3. (a)
u = re, + ye, + ze, — (—ye, + rve,) =|re, — rsinfe, |,
Vv " -
=r :pew
dvs. u, =1, ug =0, u, = —rsind.

(b) B har ett vektorpotential A = Agey om B = rot A. Vi berdkna

1 e, rey rsinbe,
rot A = 2—0 & 89 899
TESIE 0 r A, 0
1 .
iy (—e,0,(rAg) + rsin(f)e,0,(rAp)) = B = Byre,
som ger

1 1
;ar(TAH) = Bor = Ap = 5307’2 + f(0, )

0y(rAf) =10, f(0,0) =0= f =0 (tex.).
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1
Detta visa att | A = §Bo’f’2€g ar ett vector potential till B.

()

1 1 1
AAU = ﬁﬁr(rz&)ﬁ&(TQ&)r” =

1 n
ﬁ&(TQ@) T—Q(?rnr +l
1

= ﬁ&n(r?@r)n(n—i—l)r”—? = T%@n(n—l-l)(n—Q)r”‘l (1) (n—2)(n—1)r" = 0

ger1(')'sningar’n:27 n=1 mn=0, n:—l‘.

. (a) Ja. Bevis:

= —AjEjikain =B .-rotA—A-rotB
V.S.V.

(b) Nej. Sant ar att (A - V)A = 1 grad(A - A) om rot A = 0. Bevis: ot A =0 =
0;A; = 0;A;. Detta ger

1 1

2

V.S.V.

(c) Nej. Rétt ar att AB = —k~?B. Bevis:
AB = grad divB — rotrot B = —rotrot B = -k 'rot A = —k2B.

V.S.V.

. (a) Fjarde Maxwell-ekvation ger

VXB—E@E—VX(VXA)—E&(—E@A—V@)
c 2 ¢ c

V(V-A)-AZA N ~ 4
(€)"202 A+c=1V (0, D)

1
= PfA-AA+ V(9P +V - A)=-J

C

=0

dvs.

0? 9
@A—CAA:CJ.

Forsta Maxwell-ekvation ger

V-E=V-(—¢'0A - V®) = —¢'0(V-A+c'9,0) — ¢ 2RAD = p

-~
=0

dvs.

0’ 2 2
@Q)—ch):cp. (2)




(b) p =0o0ch ® = f(u,v)cos(wt), och (2) ovan ger (—w?—c*A?) f(u, v) cos(wt) = 0,
dvs.

Af(u,v) + (/) (u,v) = 0.

Vi transformerar A till paraboliska koordinater (enl. formelbladet):

1 h’UhZ hzhu huhv

lika med —+— (02 + 92)f (OBS att h, = 1 och 0. f = 0). Svar:

u+v?

% (u,v)+%f(u,v)+(%)2(u2+v2)f(u,v):0, (3)

Anmdrkning: PDEen i (3) som kan l6sas ganska enkelt. Uppgiften ger ett typisk
exempel om hur kunskap fran kursen anvands i praktiken.

6. j = —AVT (Fouriers lag) och divj = 0 (kontinuitetsekvation om 97 /0t = 0) ger
AT = 0.

Symmetri av problemet = T =T(r), j = —Agrad T = —A\T"(r)e,. Randvillor vid
r = Ry: T(Ry) = T1. Rankvillkor vid randen p = Ry:

n-jly—g, = —a(Ty — T(Ry))

dér normalderivatan i - j|,—g, ar lika med e, - j|,—gr, = —AT"(Rz2).
Problemet lyder alltsa (vi anvindar A i sfariska koordinater enligt formelbladet)

2

1

; (&mQ@T(r)) = O, T(Rl) = T1, —)\T,<R2) = —Oz(TQ — T(RQ))
Losning av ODE:

Y020 T() = 0= () = T(r) = e + ear™!

r

med integrationskonstanter cy, cs.

Randvillkoret vid r = Ry ger ¢; + ¢o/ Ry = 11 = ¢; = T1 — ¢o/ R;. Randvillkoret
vid r = Ry ger

1 T, =T
ANo—= = —a (1o — T — = —
CZR% Oé( 2 1+ C2/R1 CQ/RQ) = Cy )\/Q{R% n 1/R1 — 1/R2
Svar:
T — T 1 1
T(r)=T - _ =
) =T T Uk - 1R, (31 7«)




