OMTENTAMEN I VEKTORANALYS
SI11146 och SI1140 Del 1, VT18

Onsdagen 15 augusti 08:00-13:00

Anteckna pa varje blad: Namn, utbildningslinje, arskurs och problemnummer.
Tillatna hjalpmedel: Formelblad som delas ut. Réknedosa ej tillaten!

Examinator: Edwin Langmann (Epost: langmann@kth.se)

Bonuspoangen fran kursomgangen VT18 adderas till forsta uppgiften, dock max 6
poang totalt.

Losningar: Kommer att finnas pa KTH canvas (Extentor).

Poédng: Varje uppgift kan ge 6 podng. Betygsgrianserna finns pa KTH social (kurs-PM).
Motivera utforligt! Otillrackliga motiveringar kan medfora poangavdrag.

Notation: (z,y,z) ar kartesiska koordinater, och r = ze, + ye, + ze, ar ortsvektorn.
(p, 0, z) ar cylinderkoordinater definierade genom x = pcos p, y = psinp, z = z. (1,0, )
ar sfariska koordinater definierade genom x = rsinf cosy, y = rsinfsinyp, z = rcos6.

1. (a) Lat e; (i = 1,2,3) vara enhetsvektorerna som definierar koordinataxlarna i ett
kartesiskt koordinatsystem K, och €, = e,, €} = 2e; — 1e3 och €] enhetsvektorer
som definierar koordinataxlarna i ett annat kartesiskt koordinatsystem K’ som é&r
ett hogersystem. Berakna transformationsmatrisen L;; fran koordinatsystemet K

till K’. Ledning: Borja med att berékna €}. (3p)

(b) En tensor definieras i kartesiska koordinatsystemet K genom komponenterna
T3 = 2, T3 = 1, T;; = 0 annars. Berakna komponenterna Tl’j av tensorn i
koordinatsystemet K'! (3p)

2. (a) Berdkna flodet av vektorfiltet A = L™%r + |r|r ut ur kuben som definieras
genom —L < x < L, —L <y < Loch —L < z< L,dar L > 0 ar en konstant

(Il = Va* + 9y + 22). (3p)

(b) Visa att vektorfaltet

3cos?h —1 sin 20
vV = +

578

€9

rd rd

har en skaldr potential f i omradet r > 0. Berdkna f! (3p)

3. A och B ér godtyckliga vektorfalt. Ar foljande pastaende korrekt? Om ja, bevisa
det. Om inte, rétta till det och bevisa det réittade resultat. (2-+2+2p)

(a) divrot A &r lika med grad div A.
(b) 5ij€jk15km5ml ar lika med 3.
(c) Vx (A xB) érlikamed A(V-B)—B(V-A)—(A-V)B+ (B:-V)A.
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4. Paraboliska koordinater (u,v,w), som &r ortogonala, ar relaterade till kartesiska
koordinater z,y, z genom foljande ekvationer,

r=2u, y=u>-—2v° z=uw.
a) Berdkna skalfaktorerna h,, h,, h, och enhetsvektorerna e,, e,, €,. (2p)

(
(b) Transformera vektorféltet v = ze, till paraboliska koordinater. (2p)
(c) Lat A = uvu? + v?e, + vvu? + v?e, + we,,. Berdkna divA. (2p)

5. Beridkna magnetfiltet B som genereras av elektriska stromtatheten j = e, f(p) dér
f(p)=J/(R*nr) >00om 0<p< Roch f(p)=00om p> R; R>0och J >0 ar
konstanter, och p = /22 + 2.

Ledning: Magnetfaltet uppfyller Maxwell ekvationer

VxB=j V-B=0.

6. Vi betraktar en modell av diffusion av ett &mne inom ett omrade V : R < r < 2R,
dér R > 0 dr en konstant (r = /22 + y2 + 22).

(a) Skriv ner ekvationerna som ger en matematisk beskrivning av féljande tre
punkter. Infor sjalv och forklara symboler du kanske behover!

(i) Diffussionsstromtéatheten J(r) av ett &mne i punkten r inom V' &r parallel med
riktningen dér koncentrationen ¢(r) av &mnet minkar snabbast, och beloppet
av J(r) &r proportionell mot &ndringen av koncentrationen i denna riktning.

(ii) Flodet av diffussionsstromtitheten J(r) ut ur en godtycklig delvolym inom
omadet V' &r noll.

(iii) Koncentrationen ¢(r) vid randytorna r = R och 2R till omradet V é&r lika
med c¢; och ¢y, respektive; ¢; > 0 och ¢ > 0 ar konstanter.

(b) Berédkna koncentrationen c(r) av dmnet som beskrivs i (a)! Ledning: Los
PDE-problemet som du far genom att 16sa uppgiften (a) ovan. (6p)

LYCKA TILL!



Formelblad Vektoranalys

Foljande formler galler i ett ortogonalt, kroklinjigt koordinatsystem med koordina-
terna wuy, ug, us, basvektorerna eq, es, es och skalfaktorerna hq, ho, h3:

o dr = hl du1 e + hz du2 ey + hg du3 €3

1 0¢ 1 0¢ 1 0¢
gradgb—hlalel—i-hZaz +h38u365

1 [0 0 0
ivA = hahsA —(hsh1 A hiho A
o div Il aul( 2l 1)4—(9 (hshiAz) + au3< 1haAs)
h161 h2€2 h3€3
1 0 0 0
tA=
* o h1h2h3 (9u1 811,2 6U3
hlAl h2A2 h3A3

_ 1 0 (haohs O¢ 0 (hshy O¢ 0 (hihy 09
dlvgrad¢ n hthhg |iau1( hl 8u1) + 8U2< hg 8U2> + 8U3< hg 8U3>

dar Ay, As och As ar de kroklinjiga komponenterna av vektorféltet A,
A:A161 +A2€2+A3€3.
Specialfall

Cylinderkoordinater: h, =1, h,=p, h,=1.
Sfariska koordinater: h, =1, hg=1r, h,=rsinb.

e-0-relationen (tensornotation)
€ijk€ktm = iﬂéjm - 5im5je

Stokes sats (tensornotation)

/ / emaAﬂ’“ “dS, = 7{ Ajp.. d,
C

Gauss sats (tensornotation)

0A,.

Tk g Ajp...dS,

i
S



Losningsforeslag tentamen SI1146 och SI1140 Del 1, 15 augusti 2018

I Al I 3 4 _ _3 4 — A
1. (a) e =€) X ez =ey X (se; —ze3) = —ze3 — ze; ger L;; = €] - e,
4 3
5 0 =5
Ly)=[ 0o 1 0
3 _4
5 0 =3

00 2
L (LZJ)a T (Tw) 000 ) LT_<L;§‘)_(LJ1)
100
Detta ger
00 2 -5 0 48 -5 0 - -8 0
(Ti’j):L 0 00 0O 1 0 |J=| 0 1 0 0 O
4
100 —%O—% %0—5 —%0
1 36 0 23
= 0 0 O
-2 0 —36

. (a) A=A, + A, dir A; = L 3r och A, = |r| .

#Al -dS = /// div A dV = L33(2L) = 24
14
S

med Gauss sats, och

fAQ'dS:éhr
S

ulw O
wtloo

(standard integral som l6stes flera ganger under kursens gang; full poéng kréver

att du forklara detta mer an jag gor hér).

Svar: 24 + 4.
(b) Om 0, f =0,
1
gradfz@rfer+;8gfe9:v:>
20 -1 20 -1 20 -1
o f =20l peos 013 s 08 ),
r r r
1 2cosfsinf sin20
Lopr = 2Ty i) = 2 g 0)
_cos’f —1/3

= v = grad f dar | f =

3

potential.)

(Detta visa ocksa att v har en skalér
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4.

(a) Fel. divrot A = EijkaiajAk =0.

(b) Fel. 5ij€jkl(5km5ml = €ikk — 0.

(c) Korrekt. Vx(AxB)=(---)=A(V-B)+B(V-A)—(A-V)B—(B-V)A.
(Flera detaljer &én (---) krévs for full poéng.)

(

a)

8ur:(21)72u70):>hu:2\/u2+1}27 eu:\/ﬁ(vauao)
1
avr - (zua _2U70) = hv = 2Vu? + ’02, €y = \/ﬁ(uv _UaO)

Ot = (0,0,1) = hy =1, e, =(0,0,1).

(b) v, = e,-2uv(0,1,0) = 2u*v/Vu? + v, v, = e,-2uv(0, 1,0) = —2uv?/Vu? + v2,

Uy = €y - 2uv(0,1,0) =0

v = ———=2uv(ue, — ve,)

Vu? + v?

()

N 2, 2 2, 2 2, 2
divA = 102 1 07) (0u(2u(u® + 7)) + 0,(2v(v” + v*) + Dpd(u® + v*)w)

1
= ———(6u” + 2v* + 2u® + 6v* + 4u® + 40?) =3

4(u? + v?)
. Ansatsen

B(r) = B,(p)e, + By(p)es + B:(p)e. (1)

ger

. 1

div(B) = 20,05, (1) (2)

och

e, pes e,

wiB)=-| 9, 0 0. :—ewp(BZ(p))+ez§ap<pB¢<p>>. (3)

1
Pl B,(p) pBs(p) B.(p)

Med j = f(p)e. och Maxwell ekvationer,
1 1
;c%(po(p)) =0, 0,(B:(p)) =0, ;@(PBMP)) = f(p). (4)

Detta ger
9p(PBp(p)) = 0= pBy(p) = co = By(p) =

och
0,(B.(p)) = 0= B.(p) = 1



med integrationskonstanter ¢; och ¢o. B — 0 dar p — co = ¢; = 0.

|B‘<OO:>COIO.

%8p<pB¢<p>> = £(p) = 0,(pBa(p)) = pf(p) = Bolp) = 2 + 1 / “dssfs) (5)

c2 =0 p.ga. |B| < oo.
Detta ger

_JJp/(2nR?) 0<p<R
Balp) = {J/(Qﬂ'p) p> R.

Svar: ‘B = B¢,(p)e¢‘ dvs.

B(x) = B(v/a7 ) L2 )
(a) (i) J = —Dgradc dér D > 0 &r en konstant.
(ii) divd = 0
(iil) ¢|p=r = ¢1, C|r=2r = 2
(b) (a) ger PDE problem et Ac =0 (R <r < 2R) dér ¢|,—gr = ¢1 och ¢|,—ar = ca.

Rotationssymmetri: ¢ = ¢(r), Ac = ¢’(r)+2¢(r) = 0, som har allménna 16sningen
c(r) = C1 + Cy/r med godtyckliga constanter C 5. Randvillkoren ger

C C
Cl—|-§2:cl7 Cl—i—ﬁ:CQjCQ:QR(Cl_CQ), 01:262_61

Svar:

c(r) =2c —c1 + T(Cl — o)




