SF1669 Matematisk och numerisk analys IT
Losningsforslag till tentamen 2018-08-16

DEL A

1. Givet funktionen

f(z,y) = In(z* — ?).

a) Bestdm definitionsmingden D for f. Rita dven en bild av D. 1p)
b) Bestdm huruvida D &r oppen, sluten eller ingetdera. 1p)
c) Har f nagra kritiska punkter i definitionsméngden D? (1p)
d) Berikna f,,(1,0). (1p)

Losningsforslag. a) Logaritmen Int dr definierad enbart for ¢ > 0. Dvs funktionen f &r

definierad da 2% — % > 0:
D={(z,y): 2* =y’ >0} = {(z,9) : || > [yl}.

b) Omradet dr 6ppet da den ges av {|x| > |y|} med randen {|z| = |y|} som inte tillhor
omradet.
c¢) Derivering ger
2x —2y

fmzxg—_yQ7 fy =

och med (f,, f,) # (0,0) da (z,y) # (0,0). Observera att i origo &r gradienten inte
definierad, samt att origo tillhor inte definitionsméngden. Darfor saknar f kritiska punkter
i sitt definistionsméngd.

xQ—yQ

d)
dyx
fon = @y
Vi har f,,(1,0) = 0.
e) Vihar Vf(1,0) = (2,0), och u = (1,0) ger en enhetsvektor i den ritkningen. Vi far

saledes D, f(1,0) = (2,0) - (1,0) = 2.
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Svar. a) {(z,y) : 2% > y*}.
b) 6ppen méngd.
c) Inga kritiska punkter i D.
d) fay(1,0) = 0.



SF1669 Matematisk och numerisk analys II — Losningsforslag till tentamen 2018-08-16 3

2. For reella konstanter a, b betrakta vektorfiltet

F = (ay® + 327y, 3y°z + ba®).

(a) For vilka virden pa konstanterna a, b finns det en potentialfunktion till F? 2p)

(b) For a = b = 1 berikna linjeintegralen f% F - dr dar ~; dr en godtycklig kurva fran

(0,2) till (1,1). 2p)
Losningsforslag.

(a) Vektrofiltet F = (P, Q) dr konservativt om P, = (),,. Eftersom
P, = 3ay® + 327, Q. = 3y* + 3ba?
maste vihaa = b = 1 for att fi P, = (),. Dirfor &r filtet konservativt enbart da
a="b=1.
(b) Eftersom filtet dr konservativt for ¢ = b = 1, har vi da en potentialfunktion som kan
raknas med integration
Le=y’+3% — f=w+2y+g9y) —
fu=3x+2°+4d(y)=3’r+2° — g=konstant=K — f[f=a*+2%y+K.
Vi har
/ F-dr= f(1,1) — f(0,2) = 2.
71
() Meda=1,b=2harviF = (P,Q) = (y* + 32%y, 3y*z + 223).
Pa linjesegmentet 5 dvs pa y-axeln fran y = 2 till y = —1 géller det att z = 0. Vi
har dd # = 0 och dz = 0, som ger att F = (P, Q) = (y*,0) och

/F-dr:/Pd:L’+Qdy:/Qdy:/0dy:O
2 Y2 Y2 2

eftersom () = 0 pa kurvan.

Svar. a)a=b=1.
b)f%F'dr:Z
c)wa-dr:O.
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3. Antag att kateterna a, b i en réitvinklig triangel dr givna som a = 8 £0.03 och b = 6£0.01.
Uppskatta en felgrédns for triangelns hypotenusa. 4p)

Losningsforslag. Pythagoras sats ger hypotenusan ¢ som funktion av a och b,
c(a,b) = Va? + b?.
Enligt felfortplantningsformeln ges felgrinsen F£. i c av

dc(a, b) dc(a, b) 7

" ot | — | By = | ——
Jda ob Va2 + b2

_ aE,+bE, 8x0.03+6x0.01 0.24+0.06
Va2 + b2 V82 + 62 V100

0.3
=10~ 0.03.

b
Va2 + b2

E, =~ E, + Ey

a

Svar.
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DEL B

4. Lat
flay) =y* /1 —a? —y?
och D vara det omrade i planet som ges av
D={(z,y): ©>0, 2°+3y*<1}.

(a) Bestam storsta vardet for f 6ver omradet D. 2p)
(b) Berikna integralen 2p)

// y3 /1 — 22 — y2 dady.
D

Losningsforslag.
a) Storsta vdrdet sokes bland tre mojliga punkter: kritiska punkter, singuldra punkter,
randpunkter.
Kritiska punkter ges av
3y° —3 4
vf:(Ji ¢y7y>:(0’0)

som ger att z = 0, som dr pa randen. Observera att betraktar man enbart de inre
kritiska punkterna, da randpunkterna ska studeras separat. Darfor har vi inga kritiska
punkter i det inre delen av D.

Funktionen f har heller inga singulédra punkter i det inre delen av D.

Nu aterstar det att studera randpunkter. P4 cirkeln 22 4+ y? = 1 har vi f = 0.

pd {z = 0} har vi g(y) = f(0,y) = y*>y/1 — y? for —1 < y < 1. Derivering ger

3y — 4y? 3
,yﬁ — =0 = 3 -dyt=0 - y=0.y= 2,
—Y

2
For y = 0 har vi g(0) = £(0,0) = 0. For y = £ har vi

V3 3\/'
9(+57) =+

som medfor att storsta vardet ar 3\[.

b) Eftersom omradet D &r symmetrlsk m.a.p. y-axeln, och att f dr en udda funktion i
y-variabel f(x, —y) = — f(z,y) sd maste integralen vara noll. Mer exakt med D, =
{(z,y) e D: y>0},D_={(z,y) € D: y <0} farvi

//fxydxdy—// f(xy)dxdy+/ F(a,y) dedy =

/ [ fa) dudy + / [ fa—y) deay
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/ f(z,y)dxdy — / f(z,y)dxdy = 0.
Dy Dy

Svar. a) %g

b) [, y*\/1—a?—y?dedy =0
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5. Lat
D={(z,y,2) : Va2 +y> <z < /1 — 22 — 32}

(a) Skriv de rektangulira (z, y, z)-koordinaterna som funktioner av de sfériska koordina-

ter R, 6, ¢. Glom ej intervallen for de nya koordinater. 1p)

(b) Ange Jacobimatrisen for koordinatbytet fran rektanguldra (z,y, z)-koordinater till

stiriska koordinater R, 6, ¢. 1p)

(c) Berikna trippelintegralen [ [ z dV. 2p)
Losningsforslag.

(a) Sfdriska koordinater ges av
x = Rcosfsin ¢, y = Rsinfsin ¢, z = Rcos¢

dar
R >0, 0<60<2m 0<o¢p<m.
(b) Jacobimatrisen ges av

TR Ty Ty cosflsing —Rsinfsing Rcosfcoso
Yr Yo Ys| = |sinflsing —RcosOsing Rsinfcose
2R 20 % cos ¢ 0 —Rsin¢

(¢) Omradet kan nu beskrivas som
D = {y/sin?¢ <cosp, R<1}.

Detta medfor att cos ¢ > 0, och att sin ¢ < cos ¢, dvs tan¢ < 1, eller 0 < ¢ < /4.
(Observera att fran borjan har vi 0 < ¢ < 7.)
Det borde ocksa noteras att omradet idr oberoende av 0 sd att 0 < § < 27,

(d) Med dV = Rsin ¢pdRdfd¢ kan integralen I skrivas som

27 1 pr/4
1:///de:/ / / R? cos ¢sin pdRodf) = ~.
D 0 0 0 8

Svar. Se ovan
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6. En numerisk integrationsmetod ger resultatet /;, nir steglingden &r h. For successivt hal-
verade virden pa h ges

I, = 1.6926479311,
Iz = 1.6926505354,
Ina = 1.6926506955,
Is = 1.6926507054.

Felet antas bero snéllt pa stegldngden.
(a) Vad dr noggrannhetsordningen? 2p)
(b) Ge ett sd bra ndrmevirde som mdjligt till feleti I, 5. 2p)

Losningsforslag. Nir felet beror snillt pa steglingden géller for sma h att
I, = I + chP.

dir p dr noggrannhetsordningen och ¢ dr nagon konstant.
(a) Fran ovan har vi

In—Injp =In — 1 — (Injo — I) = ch? — chP27P = chP(1 — 277).
Det ger
I — Iy ch?(1—277)
Injo — Inya ~ chw2-r(1 —2-7)
Vi berdknar 1,5 — Ij,/4 ~ —16.0 - 107% och I;,/4 — Ij,s ~ —0.99 - 10~5. Det ger
16.0

7099
Noggrannhetsordningen &r dérfor 4.
(b) Givet p = 4 kan vi ocksa berikna felet ¢;, = I}, — I ~ ch”. Vi har da

]2h — Ih ~ Chp(Qp — 1) = €h(2p — 1) = 156h.
Med siffrorna ovan far vi

= 2P,

P

16 = 2%,

1 —0.99 _ _
Ch/8 & 1_5([h/4 —Ins) = & 107% ~ —6.7-1071°,
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DEL C

7. Givet ekvationsystemet

zyz+sin(z+y+2)+zly+z) =1
cos(xyz) —e™* +x +y =m/2
(a) Visa att ekvationssystemet har en 16sning pa formen

y=ylz),  z=z(x)
i en omgivning av punkten (7/2,0,0).

(b) Ar z(x) viixande eller avtagande som funktion av z i en omgivning av z = 7/2.

Losningsforslag. a) Satt

F(z,y,z) =zyz+sin(zx+y+z2)+z(y+2)—1 =0
G(z,y,z) = cos(zyz) — eV + v +y —m/2 =0.

(2 p)

2p)

Vi har att (7/2, 0, 0) satisfierar ekvationen. For att ekvationen ska ha den sokta 16sningen

behovs enligt implicita funktionssatsen att i den aktuella punkten (7/2,0,0)

F, F.
det [Gy GJ #0

Vi far da
Fy=azz+cos(zr+y+2)+ax — Fy(n/2,0,0)=n/2
F,=axy+cos(z+y+2)+z — F.(r/2,0,0)=m/2
Gy = —(zz)sinzyz — (z2)e™* +1 —  Gyu(n/2,0,0) =1
G, = —(zy)sinzyz — (zy)e™ —  G.(7/2,0,0)=0
som ger

det [”{2 ”(/)2] — _x/240,

Dirfor enligt implicita funktionssatsen kan 3 och z 16sas ut i termer av .

b) For att bestimma z,. deriverar vi bada ekvationerna m.a.p. = och I6ser ut z,.(7/2, 0, 0)

Yz + a2y + 1yze + (1 +ye + 20) cos(z +y 4 2) + (Y + 2) + (Yo + 22)
—(yz + 2y z + xyz,) sin(xyz) — (yz + 2y.z + vyz,)e™* + 1+ y,

I punkten (7/2,0,0) far vi

(Yo +22) =0,
14+, =0,

som ger y, = —1 och z, = 1. Dvs z dr vixande.
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Svar. a) Se ovan
b) z = z(x) &r vixande kring z = 7/2.
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8. Lat C, vara en cirkel med radien r och centrum i origo, tagen ett varv i positiv led. Sitt

(g Dde— (- 1)dy
””‘/c G 1E Ty 1¢

Berikna I(r) for alla 7 # v/2.
(4p)

=l B = Da giller, om (z,y) #

Y

(z—1)°—(y—1)
((z =12+ (y—1)?)
Eftersom F, I} dr C! innanfor C,, dd r < V2, kan vi anviinda Greens sats for r < /2.
Observera att for r = /2 ir integralen inte definierad i vanlig mening. For r < /2 far vi

I(r) = / Fidx + Fody = //2 2 2(8xF2 — 0y F1)dzdy = 0.
™ ety <r

Lt nu r > /2, och ta en ny cirkel 7, runt punkten (1, 1) med liten radie ¢ < 7 — /2
sa att v, dr innanfor C,.. Vi parametriserar v, i negativ led (sa att den dr i positiv led for
omradet utanfor). Vi har da

CrU~e

Ye

Losningsforslag. Sitt 7 =

(1,1)

==l
(x—1)24(y—1)%"

ayFl - 2 - &CFQ

Lat
DT,ﬁ = {($7y) : ':C2 +y2 < T27 (I - 1)2 + (y - 1)2 > 62}'
Applicera nu Greens sats pa den forsta integralen i D, . och anvind att vektorfiltet dr
konservativt sa att den forsta integralen blir noll

I(r) = / (Fidz + Fydy) — / (Fidx + Fydy) =
CrUne

Ye

// (0pFy — Oy Fy)dzdy — / (Fidx + Fydy) =0 — / (Fidx + Fydy).
€ Ye Ye
Parametrisera nu kurvan ., enligt

x =1+ €cosb, y=1+esind 0:27m — 0.
Vi far
dxr = —esin 0d6, dy = € cos 0df

och
0

0
/ (Fidx + Fydy) = / (—sin?@ — cos? 0)dh = —/ df = 2.
c 2

™ 21

Integralen blir da I (r) = —2m.

Svar. Forr < v/2har vi I(r) = 0 och for r > /2 har vi I(r) = —27
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9. Givet ekvationssystemet
sin(z) =y + 2z + 1,
sin(y) =z + z + 2,
sin(z) = x +y + 3.

Newton methods for system ska anvindas for att hitta en 16sning nira (z,y, z) = (=2, —1, —1/2).
Skriv ett Matlabprogram som gor detta. Felen 1 x-, y- och z-vérdena ska alla vara mindre
an 10710 4 p)

Losningsforslag. Startgissningen viljs till (z,y, z) = (=2, —1, —1/2) eftersom roten lig-
ger ndra denna punkt. Iterationerna avbryts nir storsta fordndringen i de tre komponenter-
na, max (abs (DX) ), dr mindre #n 10~!°. Matlab-programmet kan tex skrivas:

F o= @(X) [sin(X(1))-X(2)-X(3)-1;s1in(X(2))-X(1)-X(3)-2;sin(X(3))-X(2)-X(1)-31;

J = @Q(X) [cos(X(1l)) -1 -1; -1 cos(X(2)) -1; -1 -1 cos(X(3))1;
X=[-2;-1;-1/21;

DX = [1; 1;11;

while max (abs (DX))>tol DX =-J(X) (X);

X = X + DX;

end

disp (X)

Losningen blir

T ~ —2.367188800852147, 1y~ —1.152639777174218, =z~ —0.546650273717403




