Algoritmer, datastrukturer och komplexitet, hosten 2015
Losningsforslag till mastarprov 1: algoritmer

1. Hantverkare
Lat tq,ts,...,t, vara en tidsordning for att utféra jobben. Den totala kostnaden fér denna
ordning blir
100(71151 + (n — 1)t2 + (n - 2)t3 + ...+ tn).

Summan har sitt minsta virde nér ¢; <ty < ... <t,. Om ¢; > ;41 blir ndmligen summan
mindre om vi byter plats pa dessa tva virden:

(’I’L — 14 l)ti + (n — i)ti—&-l = (n — ’L)(tl + ti+1) +t; >
(n—i)(ti+ti+1) +tip1 = (n—i+ 1)ti+1 —l—(n—i)ti.

Kostnaden blir alltsd minimal om vi later hantverkarna arbeta i vixande tidsordning.

Denna algoritm kan vi implementera genom att till exempel sortera tiderna med mergesort
och sedan berékna kostnaden enligt formeln ovan. Tidskomplexiteten blir da O(nlogn).

MergeSort({¢;})
return 100(nt; + (n — L)ta + (n — 2)ts3 + ...+ tp)

2. Horavstand

For att 16sa problemet anvinder vi dynamisk programmering. Lat delproblemet F'[i, j] vara
den minimala forflyttningen fér dom ¢ forsta personerna déar person ¢ flyttas till j. Forst
noterar vi att det aldrig kan vara optimalt for personer att flytta till vinster om P[1] eller
till hoger om P[n] (for det &r béttre att stanna i P[1] &n att ga till vinster om den punkten,
och motsvarande for P[n]). Man kan heller aldrig tjina pa att lata tva personer ga om
varandra, dvs om person ¢ ursprungligen star till vinster om person j sa kommer han efter
flyttningarna fortfarande att st& till vinster om j.

Nér F[i, j] dr berdknat for alla 4,5 sa &r den optimala forflyttningen minpjyj<,<pp) F[n, 7).

Basfallet ar F[1, j] = |j — P[1]|. Om vi for alla = vet kostnaden for att flytta person 1 till och
med ¢ — 1 s& att person 7 — 1 hamnar pa x sa far vi minimala kostnaden for att flytta person
1 — i s& att person ¢ hamnar pa j som min;_g<,<; F[i — 1, 2] + |j — P[i]|. Rekursionen blir
Fli,j] = |].—P[1]| ‘ - ‘ omi=1

min;_gez<; Fli — 1,2] +|j — P[i]| annars

Vi berdknar viardena i matrisen F' radvis uppifran och ner och inom varje rad fran vénster
till hoger. Da finns alltid dom vérden vi behéver anvéinda redan berédknade.

Sa har blir algoritmen:

for j < P[1] to P[n] do F[1,j] + j — P[1]
assertion Basfallen berdknade enligt rekursionen
for i <+ 2 to n do
invariant F[z, j] berdknad enligt rekursionen for 1 < z < ¢ och P[1] < j < PIn]
for j «+ P[1] to P[n] do
t < oo
a < max(P[1],j —k+1)
for x < a to j do
invariant ¢t = ming<y<, Fi — 1, 9]
if Fli —1,2] <t then ¢t < F[i—1,z]
Fli, ] « t+ |j — Pl
t < oo
for z < P[1] to P[n] do
invariant ¢t = minppj<y<, F[n,y]
if F[n,z] <t then t + F[n,x]
return ¢



Tidskomplexiteten domineras av dom tre néstlade slingorna som gar n—1, P[n]— P[1]+1 <
2kn + 1 respektive k — 1 varv. Totalt blir det O(n?k?).

Rekursionens korrekthet motiveras ovan och det &r enkelt att se att algoritmen implemen-
terar rekursionen korrekt med hjilp av invarianterna.

. Méangder av anagram!

Anta att ordlistan lagras i arrayen w[1..m] dér varje element ar en post med filtet word som
innehaller ordet och féltet key som beréknas av algoritmen. Orden bestar av bokstéverna a
till 6 i det svenska alfabetet.

Algoritmen bestar av fyra steg:

1. Sortera hela w med avseende pa faltet word.

2. Sortera varje ords bokstéver och lagra i faltet key (kolla blir alltsa akllo).
3. Sortera hela w med avseende pa filtet key med en stabil sorteringsalgoritm.
4. Mata ut alla ord som ligger efter varandra och har samma vérde pa key

I pseudokod blir detta:

Sort(w[1..m]) med avseende pa féltet word
for i <1 tom do
wli].key <— CopyOf(w[i].word)
Sort(wli].key) med avseende pé& bokstidverna
Sort(w[l..m]) med avseende pa filtet key
prev < w(1].key
for i <~ 1 tom do
if prev # wli].key then
print newline
print w[é].word+
print newline

9

Om mergesort eller heapsort anvinds fér sortering blir tidskomplexiteten for steg 1 och 3
O(nmlogm) (m ord av langd hogst n sorteras ihop), for steg 2 O(mnlogn) (m ord av langd
hogst n sorteras var for sig) och for steg 3 O(nm), alltsa totalt O(nmlognm).

Pa foreldsning 16 beskrevs sorteringsalgoritmerna raknesortering och radixsortering. Algorit-
men kan goras snabbare om man anvinder raknesortering (med f(a)=1, f{(b)=2, ..., {(6)=29)
i steg 2, som da tar tid O(nm). Steg 1 och 3 kan snabbas upp genom att man anvinder
radixsortering (med n stycken iterationer av riknesortering), vilket tar tid O(nm). Hela al-
goritmen tar ddrmed tid O(nm). Detta &r optimalt, for eftersom indatas storlek &r nm i
varsta fallet och man maste ldsa hela indata for att 16sa problemet sa dr (nm) en undre
grans for problemet.

Korrekthet: Tva ord dr anagram om och endast om (bokstéverna i) orden sorterade &r lika.
Om man sorterar dom sorterade orden (som i steg 3) kommer anagramord dérfor att komma
efter varandra. Steg 4 skriver ut alla ord som kommer efter varandra och som ser likadana
ut nir dom é&r sorterade pa samma rad, dvs varje anagrammangd kommer pé en egen rad.
Orden kommer att skrivas ut i bokstavsordning eftersom dom sorterades i steg 1 och eftersom
steg 3 inte férdndrar ordningen mellan ord som har samma véirde i faltet key.



