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Kapitel 1

Komplexa tal och Sampling

Komplexa tal

Om man endast anvinder den reella tallinjen &r det inte mdjligt att 16sa
ekvationer av typen z? = -5. Det komplexa talplanet har inga sadana be-
griansningar. Losningen till ekvationen 22 = -1 &r x = /—1 = i. Ett komplext
tal kan skrivas pa formen z = a + bi och dess konjugat z = a - bi. Lingden
eller absolutvéirdet av z ar |z| = |a + bi| = Va? + b2.

Observera att ¢ skrivs som j inom framst elektrotekniken, eftersom den
matematiska beteckningen annars skulle kunna férvixlas med beteckningen
for strom.

Uppgifter markerade med (Ox) tas upp under évningstillfdlle x, ni re-
kommenderas att bekanta er med dessa pa egen hand innan 6vningarna.

1. Forenkla sa langt som mojligt:

(8) (3+47) — (2+37)
(b) 5-2j

2. Forenkla sa langt som mojligt:

3. (01) Visa att

(a) 2z = |2|?



(b) z+w=z+w

(c)zw=z -w
4. Forenkla sa langt som mojligt:

(a) [(3+37)(2 —2j)|

(b) (1 —=35)(2+J)l
Komplexa tal kan ocksa skrivas pa polar form, déar z- och y-koordinaterna
bestdms av & = rcosf och y = rsinf. r definieras som r = |z|. 6 definieras
som vinkeln mellan z-axeln och ortsvektorn for z och kallas déarfor for
argumentet for z. For att gora argumentet entydigt bestdmt kan man vélja
att —m < 6 < . Den poléara formen for z blir salunda z = r(cos 6+ sin ).
Eftersom Eulers formel siiger att cos §+;j sin 6 = e7? kan komplexa tal dven
uttryckas pa exponentialform, det vill siga z = re/?. Man kan visa att
formeln [e/9]" = 77 giller for komplexa tal (kallas De Moivres formel).

5. Hitta argumentet 6 som ligger pa intervallet —7 < 8 < 7 om:
(a) z=1
(b) z=1+]
(c) 2= —1+V3j
6. Skriv pa exponentialform
(a) z=—j
(b) z=1-
(c) 2=V3+
7. (O1) Skriv pa kartesisk form a + bj
(a) e” 37
(b) 12e67
(c) e5d 4 e5d 4esd
8. Skriv pa sa enkel form som mdéjligt

iy
(a) ﬁ

5
b) aHe e
(c) (1—4)*



10.

11.

12.

13.

14.

. (01) Visa att (=14 4)" = —8(1 + )

Om zy # z3, visa att

| 1] |21]
|22 + 23] - |[22] — |23]]

Ledning: Triangelolikheten och dess bevis.
(O1) Visa att
(a)

el? 4 =99
cosf) = ———
2
(b) ) .
J0 _ o=
sinf = € ,e
2j
Visa att ) 59
2
Ledning;:

e G4 till komplex form och tillbaka.

e Utnyttja uppgift 11a.
Visa att

eI(@=F) 4 eilath) — cieg cos B
Uttrycket
1.
2(0) = el 4+ 56329

beskriver en kurva i komplexa talplanet. Lat 6 ga fran 0 till 27 och skis-

sa kurvan (berdkna t.ex. en punkt varje w/4). Rita sedan upp kurvan i
Matlab och jamfor.

Sampling

For att omvandla en signal fran analog till digital form krévs tva steg: forst
sampling och sedan kvantisering. Vid sampling anviands en viss samp-
lingsfrekvens fs och signalen, till exempel z(t), omvandlas fran att vara



15.

16.

17.

tidskontinuerlig till att bli tidsdiskret, vilket kan uttryckas som z(t)—— >
x(nTy), dar samplingsperioden Ts = 1/ fs. Nar man beskriver tidsdiskreta
signaler anviander man normerade frekvenser vg = fo/fs = foTs.

(O1) Signalen z(t) = sin(2m fot) med frekvensen fy = 2000 Hz samplas
med samplingsfrekvensen fs = 8000 Hz.

(a) Berdkna den normerade frekvensen vy.

(b) Skriv ett uttryck for den samplade signalen y(n).
Signalen x(t) = cos(27 fot) skall samplas. Rita upp den samplade signalen

for fem olika frekvenser fj (enligt nedan) nér samplingsperioden ar Ty =
1:

(a) fo=0.1
(b) fo=10.2
(c) fo=10.3
(d) fo=10.5
(e) fo=0.7

(f) Finns det nagra likheter mellan alternativen c) och e)?

Frekvenser utéver halva samplingsfrekvensen fs ger upphov till viknings-
distorsion. For att undvika detta maste signalen antingen sakna energi
som ligger 6ver den s k Nyquistfrekvensen (fs/2) eller annars later man
signalen fore samplingen passera ett antivikningsfilter som tar bort de
oonskade frekvenserna. Det gar &ven att sampla med en annan, hogre
frekvens och sedan aterga till den tdnkta samplingsfrekvensen efter digi-
tal filtrering.

Vi har signalen z(t) = 2sin(27 fot) som samplas med fs = 8000 Hz. For
vilken/vilka av nedanstéende frekvenser kommer vikningsdistorsion att
uppkomma?

(a) 1000 Hz

(b) 3000 Hz

(c) 5000 Hz

(d) 7000 Hz



18.

19.

20.

21.

] MATLAB PROBLEMS \

Given w in the interval —27 < w < 27 (tip: use small step for w, e.g.
7/100), plot sin(w) and cos(w).

Given w in the interval =27 < w < 27 (tip: use small step for w, e.g.
7/100), plot the real and imaginary parts of e/*.

Given a = § and 3 = {g, plot the real- and imaginary parts and the

magnitude of the exponentially decaying signal x(t) = elie=B)t in the
interval 0 <t < 25 (tip: use small step fort, e.g. 0.1).
s

Given a = § and 8 = {5, plot the real- and imaginary parts and the

magnitude of the exponentially growing signal z(t) = eVt in the
interval 0 < ¢ < 25 (tip: use small step fort, e.g. 0.1).



Kapitel 2

Filter

1. Berdkna frekvens-svaret av filtret

y[n] = z[n] — 0.8x[n — 1]

2. Hitta nollstallena for 6verforingsfunktionerna for filtren:

z[n] —0.25z[n — 2]
z[n] + 0.25z[n — 2]

(a) yln]
(b) yln]

3. Find the time-discrete feed-forward filter with three terms that has the
frequency response:

(e7 — 0.5e7™/3) (&7 — 0.5e77/3)

Hw) = (%)

Hint: cos (m/3) = 0.5.
4. Finn impulssvaret for filtret med frekvens-svaret
H(w) = (14 e79v)?

5. (02) Rita blockdiagram for systemen beskrivna av féljande ekvationer:

(a) yln] — Syl — 1] = aln — 1]
(b) y[n] = 2[n] + gz[n — 2]
6. Ett filter har foljande impulssvar:

hin] = [.5,.5]

berdkna output-sekvensen av filtret om input-sekvensen ar



(a) z[n] =[1,0,1,0,1,0]
(b) z[n] =11,1,1,2,2,2]
(C) .CC[TL} = [17273]

* testa i MATLAB! (problem 18)
. Ett filter har foljande impulssvar:
hin] = [3,2,1]
berdkna output-sekvensen av filtret om input ar
(a) z[n] =[1,0,0,1,0,0]
(b) (02) z[n] = [3,2,1]
(c) (02) z[n] = [1,2,3]
* testa i MATLAB!
. (02) Ett system #r beskrivet av foljande ekvation

1 1
yln] = Seln] + galn - 2],
och signalen x[n] = cos(wyn) matas in i systemet. Bestdm output-signalen

av systemet nar

(a) wo=0

(b) wo=m/4
(¢) wo=m/2
(d) wo=3m/4
(e) wo=m

(a) d[n]

(b) d[n—2

(c) o0[n] + d[n — 2]
(d) uln]

(e) uln—4]

(f) u[n] —u[n — 4]



10.

11.

(g) ul-n]
(h) u[4 —n]

Givet tidssekvensen z[n] i nedanstéende figur. Rita foljande tidssekvenser.

(a) z[n —1]
(b) z[n+ 3]
(¢) [-n]
(d) 2[2—n]
, x[n]
il

Givet tidssekvenserna x1[n] och x2[n| nedanstaende figurer. Rita foljande
tidssekvenser.

(a) yln] = 21[n] + w2[n]
(b) yln] = z1[n] - 22[n]

(¢) yln] = x1[n] - wo[—n]
(d) yln] = z1[n] - z2[4 — n]




12.

13.

14.

15.

16.

Bestédm ett samband mellan insignal x[n] och utsignal y[n| f6r nedanstéa-
ende tidsdiskreta kretsar.

x{n] _|_ J’[ﬂ]: el Q bl

——
—]

e
—

(b) 1:a ordningens FIR-filter
(a) 1:a ordningens ITR-filter

Rita en realisering till var och en av de tidsdiskreta kretsar som beskrivs
av nedanstaende differensekvationer.

(a) yln] = 3y[n — 1] = z[n — 1]

(b) y[n] = a[n] + ga[n — 2]

() yln] - 2yln— 1] + Lyln — 2] = aln)

Bestim faltningen mellan h[n] = (3)" - u[n] och z[n] = u[n].

En tidsdiskret krets med tva poler och tva nollstillen har sina poler pla-

cerade i p1o = 0.9 - e*77 . Skissa amplitudfunktionen da.
(a) nip=

(b) ni2=+1

(c) nig==%1

(d) ni2==+j

(e) ni2= etit

* testa i MATLAB! (problem 19)

Nedan ges pol-nollstéllesdiagram till fyra olika tidsdiskreta kretsar. Para
ihop vart och ett med motsvarande amplitudfunktion.

10
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17.

18.

19.

Givet nedanstaende FIR-filter.

x[n]

(a) (O4) Bestim kretsens poler och nollstillen
(b) (O4) Bestim och rita kretsens amplitudfunktion |H [e/*]|
d) Vid vilka frekvenser blir |H[e/“]| = 0

)
)
(c) Bestdm och rita kretsens fasfunktion arg{H[e/“]}
(d)
(e) Viken typ av filter ar det

MATLAB PROBLEMS

Given an impulse response:
h(n) = [.5,.5]
Compute the output sequence of the filter, if the input sequence is

(a) z(n) =[1,0,1,0,1,0]
(b) x(n) =1[1,1,1,2,2,2]
(c) z(n) =[1,2,3]

Hint: Use ’conv’ function in MATLAB

En tidsdiskret krets med tva poler och tva nollstillen har sina poler pla-

cerade i p1o =0.9 - eI, Skissa amplitudfunktionen dé.
(a) 77,172 =—1
(b) ni2 = +1

12



(C) 77,172 =41
(d) ni2==+j

(e) nig =i

Hint: Use MATLAB functions ’freqz()’ or the more advanced ’fvtool()’

13



Kapitel 3

Z-transform

1. (O3) En tidsdiskret krets beskrivs av nedanstaende graf.

IV
x[n] k—l_-/

<+ -1/2

wd
=
3]

(a) Bestdm systemfunktionen H|[z]

(b) Avgor om kretsen &r stabil

2. (03) Bestim systemfunktionen H|[z] for nedanstaende krets samt avgor
om den ar stabil.

14



113

X

xn] ¢ yin]
( + —
S,

112

3. (O3) En tidsdiskret krets ér given av nedanstiende graf. Bestédm viirdet
pa den reella konstanten a for vilket systemet ar stabilt.

+ [n]
- \[/ > T » y[n
-> ° T

4. Bestam (m.h.a definitionen) Z-transformen till

(a) (04) z[n] = d[n]
(b) (O4) z[n] = un]
(¢) z[n] = uln — k|
(d) z[n] =a" - u[n]



10.

11.

. Uttryck Y[z] i X|[z] da.

x[n —m]
(b) y[n] = o™ - z[n]

—
g:
S~—
=,
3,
I

. Bestdm (mha definitionen) Z-transformen till.

—~
o
N~—
~~
(@}
~
S
=,
3

] = (Z5)" - cos(§n) - uln]

(c) z[n] = sin(Fn) - u[n]

. Bestam tidssekvensen x[n] da

(a) X[s] = 21, 12l > §
(b) X[2] = &7, |2 > 1

(c) (04) X[2] = 5y, |2 > 1

testa i MATLAB! (problem 12)

. Bestdm mha Z-transform utsignalen till en krets i vila med impulssvaret

hin] och insignalen z[n] da.

(a) hln] = (3)"
(b) h[n] = (3)" - u[n] och a[n] = (3)" - uln]

-u[n] och z[n] = uln|

. (04) Finn nollstéllena till éverforingsfunktionen for

yln] = aln] ~ 3aln — 2]

| MATLAB PROBLEMS \

Plot a sinusoidal signal with: fundamental frequency (f)=10Hz, amplitu-
de (A)=1, sampling frequency (fs)=100Hz and duration (7")=2 seconds.
(Hint: y = A x sin(2m ft) where t = L)

fs
Find the poles and zeros of H(z), and plot them.
H(z)= % (Hint: Look up the ’zplane’ matlab function)

16



12. Beridkna och plotta tidssekvensen z[n| da.

(@) X[e) = =7, 141 > }
(b) X[2] = 5, 121 > 1

2
(c) X[z] = i 5. 2] > 1

Tips: betrakta X(z) som ett filter: tidssekvensen x(n) dr da filtrets impuls-
svar. Anvind matlab-funktionen ’filter’.

17



Kapitel 4
Fourierserier

n

1. Berikna summan av den geometriska serien 1+a+a®...a™ om

(a) a=3
(b) a=—3

2. Vilka av foljande funktioner ar jamna och vilka &r udda? Funktionen f(x)
ar

3. (O5) Givet signalen
z[n] = u[n] — uln — 6],

bestam | X [k]| dr de forsta N virdena av DFT:n av z[n], nér

(a) N=6
(b) N =12.

4. En komplex Fourierserie kan skrivas som en reell Fourierserie:

oo [o.¢]
flt) = Z cpedFwot — %+Z ay, cos(kwot)+by, sin(kwot) dar ax = cx+c_ och by, = j(cx—c—k)
k=—o00 k=1

18



En fyrkantsvag har enligt formelsamlingen de komplexa Fourierkoefficen-
terna:

0 annars

{ ~2 om k=1,35,...
Ci = ™

(a) Vad blir de reella Fourierkoefficienterna?
(b) Varfor &r en av dem noll?
(c) Hérled sambandet mellan komlexa och reella Fourierkoefficienter

med hjalp av Eulers formel.

5. Funktionen f(t) har perioden 27 och &r udda. Da 0 < t < m géller att
f(t) =t —m. Om man utvecklar f(¢) som Fourierserie far man att

(1) = —2y_ 20
n=1

Beridkna med hjilp av denna Fourierserie summan av serien

11+1 1+
3 5 7 7

6. Vi har en fyrkantsvag och en triangelvag. De bada vagorna har samma
periodicitet.

(a) Med vilken ’hastighet’ gar fyrkantsvagens Fourierkoefficienter mot
noll?

(b) Med vilken ’hastighet’ gar triangelvagens Fourierkoefficienter mot
noll?

(c) Vilken av vagtyperna klarar av smal bandbredd béttre, d v s vilken
vagform distorderas minst om man undertrycker det hogfrekventa
omradet?

Ledning: se a) och b).

MATLAB PROBLEMS

19



7. En phasor (fasvektor) beskrivs av

z(n) = Jvm

Lat 0 < n <1000 och bestdm w sa att phasorns vinkel gor ett helt varv
over detta intervall.

e Plotta realdel och imaginérdel av z(n) i samma graf.

Funktionen

2j

2 e oy 2
5T

(ej?)wn _ €—j3um) _
m 3T

SL‘(TL) = (ej5wn _ e—ijn)

beskriver de tre forsta termerna i fourier-serien for en fyrkantvag.

e Plotta funktionen.

e Plotta term 1, 1+2 och 14243 i samma graf, och notera att funk-
tionen blir mer lik en fyrkantvag ju fler termer man har.

e Om du vill: lagg till fler termer efter samma monster.

20



Bilaga A

Svar

Komplexa tal
o1
(a) 1+i
(b) 10i
o 2

(a) 2=2417 ochz=2-1i gerzz=>5

(b) z2=2+i gerz?=3+4i

(c) Forlangning med konjugatet till ndémnaren ger svaret

1 2

5 5
o 4

(a) |6 +6] =122 =12
(b) |5 — 5i] = V52 + 52 = 5/2

e 5
(a) =0
(b) =17
L)
(a) 2 =e3

21



(c) z=2€'s
3
(a) 1+2i
() 3
o 12

, 10 4 =0 2 26 L2420 1 16320 L7020 14 cos20
cos“0 = =515 =
4 2 2 2 2

eia=B) o pilatB) — piap=iB 4 piagiB — eI (P + e79P) = 12 cos B

o 14

a = 0:pi/100:2%pi;
plot (exp(j*1*a)+exp(j*2*a)/2);

05F

05}k

e 15

(b) y(n) = x(nTy) = sin(2x fonTs) = sin(2mvon) = sin(gn)

22



e 19

w

e 16 (f) Man kan se att samplen exakt Gverensstimmer med varandra.
e 17 Alternativ (c¢) och (d)
e 18

w

-2xpi:pi/100:2%pi;

figure(’Name’,’Cosine & Sine’);
hold on;

y = cos(w);
plot(y,’k--");
y = sin(w);

plot(y,’k?);

legend(’cos’,’sin’);
grid on;

hold off;

\
06—
\
04—

\
02—

\
-021—

\
—0.41—

-2%pi:pi/100:2%pi;

23




figure(’Name’,’Real & Imaginary’);
hold on;

y = exp(lixw);
plot(real(y),’k--);
plot(imag(y),’k’);
legend(’real’,’imaginary’);
hold off;

grid on;

06—

04

02

\
-021—

50

e 20
t = 0:0.1:25;

figure(’Name’, ’Decaying’);

hold on;

alpha = pi/2;

beta = pi/18;

sig = exp((li*alpha-beta)*t);

% calculate the signal magnitude
% pos_env = abs(sig);

% neg_env = -abs(sig);

24



% calculate the signal phase

% phase = angle(sig);
plot(t,real(sig),’k--7);
plot(t,imag(sig),’k’);

% plot(t,pos_env,’k’);

% plot(t,neg_env,’k’);
legend(’real’,’imaginary’) ;

% plot the signal spiral in 3D
% plot3(t,real(sig),imag(sig));
grid on;

hold off;

-0.8

e 21
t = 0:0.1:25;

figure(’Name’,’Growing’);
hold on;

alpha = pi/2;

beta = pi/18;

sig = exp((lixalphatbeta)*t);

25
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% calculate
% pos_env =
% neg_env =
% calculate

the signal magnitude
abs(sig);

-abs(sig);

the signal phase

% phase = angle(sig);
plot(t,real(sig),’k--’);
plot(t,imag(sig),’k’);

% plot(t,pos_env,’k’);

% plot(t,neg_env,’k’);
legend(’real’,’imaginary’);

% plot the signal spiral in 3D
% plot3(t,real(sig),imag(sig));

grid on;
hold off;

Filters

o 1

H(w)=1-10.8¢"9%

26
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22 -0.25

5 — 2°—0.25 = 0 if and only if 2 = £/0.25 = +0.5

H(z) =1-0.252"2 =

z
(b)
o 224025 . . .
H(z) =140.252"° = ——5— — 2°+0.25 = 0 if and only if 2 = £/ —0.25 = +0.5i
z
o3
_ JT/3Y (5 — —jm/3
H(z) = (z — 0.5e )(; 0.5e )
z
22— 0.5(e7™/3 4 e=I7/3) 2 4 0.25
= 1—0.5(7™3 4 e77/3) 271 40.25272
= 1—cos(m/3)z" +0.25272
= 1-052""+02527°
Thus,
y[n] = z[n] — 0.5z[n — 1] 4+ 0.25z[n — 2]
o 4
H(z) = (142z71H2
= 1422714272
Thus,

hin] = é[n] + 26[n — 1] + d[n — 2](y[n] = z[n] + 2z[n — 1] + z[n — 2])

(a) y(n) =1[.5,.5,.5,.5,.5,.5]
(b) y(n) =15,1,1,1.5,2,2,1]
() y(n) = [.5,1.5,2.5,1.5]

(a) y(n) =13,2,1,3,2,1]
(b) y(n) =19,12,10,4, 1]

27



(c) y(n) =13,8,14,8, 3]

o9

a) e)
8[n] uln-4]
3
2
4 3 2 11 4 3 2 T T T
1 2 3 4 n 1 2 3 4 5 1]
Et
2
3
b) )
3[n-2] u[n]-uln-4]
-4 3 2 1 ! T -4 3 2 T T T
R n 1z 3 4 5 6
-2
3
C
) S[n]+8[n-2] g) ul-n]
3
2
4 3 2 1 ! T T T T
NS n 4 3 2 . 12z 3 4 5 6
2
-3
d h)
uln] ul4-n)
3
2
s T ) [TTTTTTITT
N 4 3 2 12 3 4 5 6
2
a

e 10
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o 14
Z-transformera (enl. tabell i formelsamling, a = §): h(n) = (1) u(n) —
H(z) = %5, x(n) = u(n) = X(z) = 5

z—a’ z

2

Faltning i tid=multiplikation i z-domé&nen: Y (z) = X (2)H(z) = ( z

z—a)(z—1)

Partialbraksuppdelning (se formelsamling) - ansitt Y (z) = Zfizl + 2
.. o N Az(z— Bz(z— A+B)z?>—(Aa+B
och sétt pa samma brakstreck: Z(fz_“iﬂz_zfs D ( +(Z)_Zl)(i_‘;;r )z

Identifiera koefficienterna framfor z2 och z i tiljaren i de tva uttrycken
for Y(z): 22 ger A+ B =1, z ger Aa+ B = 1. Losning av ekv.syst. ger

_ 1 _4p_ a _ 1
A=g=5B==3
1 1
Nu har vi Y (z) = i1 — (1_;71)

Invers Z-transform (enl. f.s.) ger slutligen
y(n) = (5 — 5(1)") u(n)

e 15

30
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o
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Zen e
o o o o a
bo» o6 4

e 16A-3;B-1;C-2,D-4
o 17

(a) p123=0;n12==2j;n3=1
(b) |H[e]| =2 |sin(32) — sin(4)]

(d) w==%5;w=0
(e) Hogpassfilter

o 18

31



% Impulse response has only two values

h = [0.5, 0.5];

% Input to the system

x1 =1[1, 0, 1, 0, 1, 0];

% for LTI systems, output is

% convolution of impulse response and input
% Note: length(y) = length(x) + length(h) - 1
y1 = conv(h, x1);

disp(’output of x1 is: ’);disp(yl);

x2 = [1, 1, 1, 2, 2, 2];
y2 conv(h, x2);
disp(’output of x2 is: ’);disp(y2);

I

x3 = [1, 2, 3];
y3 = conv(h, x3);
disp(’output of x3 is: ’);disp(y3);

e 19

Nollstéllen n1,ne och poler pi, ps ger éverforingsfunktionen

(z—n1)(z—n2) 2% —z(ny +n2) +ning

H Z) = =
=) (z=p)(z—p2) 2% —2(p1+Dp2) +pip2
Téljar- resp ndmnarpolynomen representeras av vektorerna B = |1
—(n1+n2) ning| (tiljare) och A=1 —(p1+p2) pip2] (ndmnare).
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Alternativt kan man (om ar bekvim) anvinda matlab-funktionen zp2tf ()
for att gora omvandlingen fran poler/nollstéllen till B/A-vektorer.

% poles

p = [0.9%exp(-j*pi/4); 0.9%exp(j*pi/4)];
% zeros

z = [-1; -1];

% first convert the poles and zeros into

% transfer equation using ’zp2tf’ matlab function

[b, a] = zp2tf(z, p, 1);

% use ’fvtool’ function to plot the magnitude response

% Note: ’fvtool’ shows the magnitude response in log domain (dB)
fvtool(b, a);

% similarly for other questions..
z = [1; 11;

[b, a] = zp2tf(z, p, 1);
fvtool(b, a);

z = [1; -11;
[b, al] = zp2tf(z, p, 1);
fvtool(b, a);

z = [j; -j1;

[b, al = zp2tf(z, p, 1);
fvtool(b, a);

z = [exp(-j*pi/4); exp(j*pi/4)];

[b, al] = zp2tf(z, p, 1);
fvtool(b, a);

Z-transform
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= kretsen stabil
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[e2][e33

N

N | b
3
l—‘
o
|
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LI

4

(a) X[z] =1, Vz

(b) X[2] = 22, |2 > 1
() X[e] =21, |2 > 1
(d) X[ = 25, |2 > a
5

(a) Y[z] =27 X|[7]
(b) Y[e) = X [£]

6

(a) X[e] =21, |2 >}
(b) X[l = 5= |21 > &5
(¢) X[2] = ZZH, |z| > 1
7

% fundamental frequencey

f = 10; %10Hz

% sampling frequency

fs = 1000; % 1000 Hz

% duration, equally spaced by sampling frequency
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t =0: 1/fs: 2; % 2 seconds
% sinusoidal equation

y = sin(2%pixfx*t);

% plot the sinusoidal signal
figure(Q);

plot(t,y)

title(’sinusoidal signal’)
xlabel(’time (sec)’)

ylabel (’amplitude’)

sinusoidal signal
1 T T T

0.8 ]

0.4} b

0.2F ]

amplitude
o

time (sec)
o 11

% Analysis of Z-Transforms

% Definition of numerators and denominator coefficients
num=[0, 1, 0.5];

den=[1, 0.6, 0.8];

% Conversion from rational to Factored form

[z,pl=tf2zp (num,den) ;

disp(’Zeros are at’);disp(z);

disp(’Poles are at’);disp(p);

%Pole Zero Map using numerator and denominator coefficients
zplane (num,den)
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0.8} } ' ,
0.6 ‘ , il

0.4 b

Imaginary Part
o
O

-1 -0.5 0 0.5 1
Real Part

o 12

For att berdkna impulssvaret numeriskt: Anvind 'filter(B,A,X)’ dar B
och A ar vektorer innehallande téljarens och ndmnarens koefficienter
och X é&r insignalen till filtret, vilken - om vi sker impulssvaret -
givetvis ska vara en impuls.

(a) X[z] = =% ger B=[1 0];A=[1 -1/3]

1
3

(b) X|[z] :zf—il ger B=[1 0 0];A=[1 0 -1]

% Create input signal: an impulse vector of length 10
X = [1 zeros(1,9)]
% These are the filter coefficients from a) & b), uncomment one
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B=1[10]; A=1[1-1/3];
%»B=10100]; A=1[10 -11;

% Filter X to obtain the impulse response
Y = filter(B,A,X);

% Plot the result using ’balls-on-sticks’
stem(Y);

Fourierserier

e 2 Jamna: (a), (¢) och (f). Udda: (b), (d) och (e). Alternativ (g) &r

varken en jamn eller en udda funktion.
o 4

(a) ax =0 och

by — { - (udda n) }

0  (jdmna n)

(b) ar = 0 eftersom fyrkantsvagen ar en udda funktion, givet att inte
fasen dndras

(c)

ft) = S cpedkent
= S22 ck(cos kwot + j sin kwot)
= o+ 252y ((or + c-i) cos kwot + j(cx, — i) sin kuwot)
= % 4 35 | (ay cos kwot + by sin kwot)

Dar ay = ¢ + c_p, och by = j(cx + c—x)

(a) 1 (se Smith, Fourier Series, kap.13, s. 255-260)
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(b) ;=

(c¢) Triangelvagens Fourierkoefficienter gar mot noll med hogre has-
tighet an fyrkantsvagens Fourierkoeflicienter. Déarfor klarar tri-
angelvagen béattre av en smal bandbredd.

nmax = 1000;

N = 0:1000;
omega0=2*pi/nmax;
plot (exp(i*omegalO*N))

figure; %Ny figur

Y1 = -2i/pi*(exp(li*omegaO*N) - exp(-li*omegalO*N));
Y3 = -2i/(3*pi)*(exp(3i*xomegalO*N) - exp(-3i*omegalx*N));
Y5 = -2i/(5*pi)*(exp(5i*omegalO*N) - exp(-5i*omegalx*N)) ;

plot (N,Y1+Y3+Y5)
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Bilaga B

Formelblad

Komplexa tal

z+jy=rel® =rcos¢+ jrsine
¢ = arctan% r= \/aTy2
Eulers formler
eJP — =i eI® 4 e3¢

Sin¢:T COS(Z): 9

T +1=0
Komplexa raknerelger
2 =11+ jy1 = 1™ 20 = Ty + jyo = 1ol
21+ 22 =1 + 22+ j(y1 + y2)
21— 20 =x1 — T2+ j(y1 — y2)
2122 = (2172 — y1y2) + (192 + Bay1) = rirael(O1792)

21 _ (@122 +y1ys) +5(22y1 — 2192) 71 j(ga—ga)

) x22 4 yo? ()

Trigonometriska identiterer

sin?a +cos®a =1




sin(a+ ) = sin a cos B+ cos asin 3 cos(a+ 3) = cosacos f—sin asin 3
9 1 — cos 2« 1+ cos2c

sin“ag = —— cos® o =
2 2

Deriveringsregler

Decibel

Tva signaler med amplituderna A; och A har dB-forhallandet 20 log(A2/A1)
Tva signaler med effekterna Py och P, har dB-forhallandet 10 log(P,/P;)

Samplingsteoremet

En signal som samplas vid frekvensen f,; kan rekonstrueras exakt om
signalen endast innehaller information under halva samplingsfrekvensen,
dvs om signalen &r bandbegransad till fs/2

Faltning

y(n) = z(n)xh(n) = Y h(k)e(n -

k=—00
Faltning © 2D

o) o0

g(z,y) = f(x,y) * h(z,y) = Z Zhst (x —s,y—t)

§=—00 t=—00

Faltningsteoremet

Faltning av tva signaler i tids- /spatialdoménen motsvarar multiplikation
i frekvensdoménen.

Faltning av tva signaler i frekvensdoménen motsvarar multiplikation i
tids-/spatialdoménen.
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Filter

Ett tidsdiskret linjéart filter som beskrivs av differensekvationen

y(n) = box(n)+bix(n—1)+bex(n—2)+...+byz(n— N)
—ary(n —1) —agy(n — 2) ... —apy(n — M)

har &verforingsfunktionen

b+ bz bz by Y
14 aiz 4 a2+ .. +ayzM

H(z)
och frekvenssvaret

b+ bie IV 4 boe I 4 4 bye IV

H = , y y
() 14+ aje 9% + age 2% + ...+ apeIMw

Kaskad- och parallellkoppling

A(z) W
—= A(z) = B(2) = H>—
B(z) J

H(z) = A(2)B(2) H(z) = A(z) + B(2)

Geometrisk serie

& a"tl —1
Zakzl—l—a—i—cﬂ—l—...—{—a”:i
a—1
k=0
Fourierserier

En tidskontinuerlig periodisk signal f(t) = f(t +7T) dar T = 377(: kan skrivas
som en viktad summa av komplexa fasvektorer

)= 3 epeiten

k=—o00

dér vikterna c; kan berdknas ur den ursprungliga signalen med integralen
1 4 jkwot
== t)e IH0tdt
k= 7 /0 f(t)e

42



Nagra vanliga fourierserier

£(t)
1

{—? om k=1,3,5,...
Ci = 0

™ T t 0 annars
-1
(1)
1 .
J _
T \ oo He om k=135
™ T . ki annars
vy

Z-transform
X(z) = Z xz(n)z~"
n=0

Nagra anvandbara Z-transformpar

z(n) X(2) Anm.

5(n) 1 5@):{3 | 228
d(n—k) 27k

u(n) L | um) = { R
a"u(n) —

z(n —ku(n —k) | 27X (2)

Diskret fouriertransform (DFT)

N—

—_

X(k) = Z a(n)e k2 /N
n=0
1 Nl ‘
x(n) =+ Y X(k)e/"*N
n=0

Partialbraksuppdelning

1. Faktorisera ndmnaren genom att hitta de komplexa nollstillerna, t.ex.
genom kvadratkompletering.
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2. Skapa ett brak for varje gradtal i tdljaren och anta en av foljande
ansatser for var och en av braken:

2 B A n B
(z=p1)(z—p2) z2—p1  z2—p2
1 __A B
(z=p1)(z—p2) 2z—-p1 z2—p2
z A B

= +
(z=p)? (2=p)3? z-p
Observera att varje ansats kan multipliceras med z for att héja grad-
talet, vilket kan vara onskvéirt om man har hogre grad i tdjaren eller

om man vill finna transformparen a” < _*.
3. Skriv pa samma brakstreck och formulera ett ekvationssystem med en
ekvation per gradtal hos z.

Exempel: Anta forsta ansatsen och héj gradtalet genom att multiplicera
med z pa bagge sidor. Ekvationssystemet blir:

22 = z2(A + B) — z(Aps + Bp1)

22: 1=A+B
2zt 0= Aps + Bpy

A= pP1 B— P2
b1 — p2 P2 —Pp1
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Bilaga C

Extentor med losningar
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KTH Datavetenskap
och kommunikation

2F1120 Spektrala transformer for Media
Tentamen 15 december 2005

Tentamen bestar av fem uppgifter dér varje uppgift maximalt ger 4 p. Normalt géller foljande
betygsgréanser: 3:10 p, 4: 14 p, 5: 18 p
Tillatna hjalpmedel: riknare, formelblad

Lycka till!

1

En analog fyrkantvag med frekvensen fy samplas vid fs = 8000 Hz, efter att ha filtrerats med
ett anti-vikningsfilter vid fs/2. Den samplade signalen placeras i vektorn z(n).

a Skissa spektrum upp till halva samplingsfrekvensen av xz(n) da fo = 800 respektive 1600 Hz.
Frekvensaxeln ska vara graderad fran 0 till 7w, och inb&rdes relationen mellan deltonernas
amplituder ska framgéa.(2p)

b En ny signal y(n) skapas genom att ta vartannat sampel av z(n), dvs y(n) = z(2n). Skissa
spektrum for y(n) da fo = 800 Hz.(2p)

2

I figur 1 ser du frekvenssvar (till vénster) och insignal/utsignal-plottar (till hoger) for ett an-
tal linjdra tidsinvarianta sytstem. I insignal/utsignal-plottarna har en fyrkantvag (1,-1) utgjort
insignalen (streckad linje), och utsignalen &r heldragen. Para ihop rétt frekvenssvar med rétt
in/utsignalplot! Observera att det blir ett in/utsignalplot 6ver. Motivera kort varje par. (1p/
korrekt par)

3

Teknologen Kalle har fatt ett extraknédck som assistent pa ett laboratorium. Hans forsta uppgift
blir att forsoka “snygga upp” ett antal brusiga méatdatafiler. Kalles forsta idé &r att filtrera alla
filer med ett rullande-medelvardesfilter av lingden 5.

a Hjalp kalle att skriva filterekvationen (y(n) = ...) och dverforingsfunktionen H(z) for filtret.
(1p)

b Kalle tycker att filtret tar bort lite for mycket hogfrekvent information och vill prova nagot
annat, men uppticker till sin fasa att han skrivit 6ver originalfilerna! Efter en sekunds
panik, sa drar han sig till minnes att det ska ga att konstruera ett filter som goér motsatsen,
och far tillbaka originalsekvensen, ur den filtrerade. Tyvarr minns han inte hur...

Hjalp Kalle att fa behalla jobbet, och skriv dverforingsfunktionen G(z) och filterekvationen
for ett filter som &r motsatsen (inversen) till filtret i uppgift a (2p)

1(7)
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0.2
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0 0.5 1 sampel nr.
norm. frek. (x w rad/sampel)

1.5

0.5

0 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
0 0.5 1 sampel nr.

norm. frek. (x  rad/sampel)
1.5

0.5 osk |

0 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
0 0.5 1 sampel nr.

norm. frek. (x w rad/sampel)
2

1.5

0.5

60 70 80 90 100

0
0 0.5 1 sampel nr.
norm. frek. (x © rad/sampel)

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
sampel nr.

2(7) Figur 1.
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c Visa att inversfiltret G fungerar genom att filtrera impulssvaret fran filter H — utsignalen
ska bli en impuls (Ip).

4

Lat h vara en Gauss-kérna av storleken NV x N som beskrivs av funktionen h(z,y) = ae~ @Y/
dér « dr en konstant satt si att summan av kiirnans element ett: Zi;v:/ ’ N2 Ei,v:/ ’ N2 bz, y) = 1.
Lat vidare a och b vara tva bilder, dir b = a * h (dvs b fas genom att filtrera @ med kdrnan h).

a Beskriv hur b férhaller sig till @ med avseende pa frekvensinnehall, dvs vilken typ av filter
ar h? (1p)

b En ny bild ¢ skapas som differensen ¢ = a — b. Denna operation ar ekvivalent med att
filtrera a med en annan filterkdrna g, dvs ¢ = a * g. Bestam g(z,y). (Ip)

c Vad ar g for typ av filter? Forklara genom ett frekvensdoménsresonemnang med utgangs-
punkt fran h. (2p)

5

Nér frekvensinnehallet i en signal ska analyseras 6ver tid (t.ex. som ett spektrogram), &r ett
vanligt forfarande att géra FFT pa N sampel at gangen, och hela tiden flytta startpunkten ett
bestamt steg om M sampel, dir typiskt M < N. Om steget M &r véldigt litet, t.ex. bara ett
sampel, sa blir denna metod onddigt kostsam — det visar sig att det finns ett béttre sétt:

Lat X,(k) beteckna en N-punkters DFT fér sekvensen z(q)...z(¢+ N —1). Da kan X1 (k)
(DFT f6r sekvensen z(q + 1)...x(q¢ + N)) rdknas ut ur det foregdende vérdet med foljande
rekursiva uttryck:

Xyp1(k) = 2™ N (X, (k) — 2(q) + (N + q))

Denna rekursiva metod kallas ibland for “Sliding DFT” (SDFT), eftersom man later DF T ns
inputfonster “glida” Gver signalen, ett sampel i taget.

a Gor en uppskattning for vilka viarden pa M som det &r effektivare (rdknat i antal multipli-
kationer) att anvinda SDFT &an FFT. (2p)

b Visa, med utgangspunkt i formeln for DFT’n, att ovanstaende rekursiva uttryck stdmmer!

(2p)

3 (7)
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Losningar

1
a

Fourierseriekoeflicienterna for en fyrkantvag &ar c, = _k—ij for udda k, och 0 for jamna k, vi far
deltoner vid fo, 3fo, 5fy osv.

fo =800 Hz (w = 27 fy/fs = m/5) ger deltoner vid 800 Hz, 2400 Hz (4000 Hz och uppat tas
bort av antivikningsfiltret). Spektrum kommer att ha tva komponenter, vid 7/5 och 37/5, dér
héjden pa den andra &ar en tredjedel av den forsta.

I
/5 3n/5 T

fo = 1600 Hz (w = 2m/5) ger deltoner vid 1600 Hz, 4800 Hz... endast 1600 Hz passerar
antivikningsfiltret. Spektrum kommer att ha en komponent, vid 27 /5.

2m/5 T

b

Att ta vartannat sampel innebér att sampla om signalen till halva samplingsfrekvensen. Detta
innebér att frekvenskomponenternas normerade vinkelfrekvens (w uttryckt i radianer per sampel)
kommer att dubbleras. Det innebéar ocksa att alla komponenter som hamnar 6ver 7 vid denna
frekvensdubblering kommer att vikas ned.

Forsta komponenten blir 27 /5, och klarar sig undan vikning. Andra komponenten blir 67/5,
vilket &r storre &n m och kommer dérfor vikas ned till 2pi — 67/5 = 47 /5.

Spektrums tva komponenter kommer alltsé att ligga vid %’T och %’T dér hojden pa den andra
komponenten &r en tredjedel av den forsta.

2n/5 /5 =
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1-c¢ Frekvenssvaret ar hogpass, ingen DC slipper igenom, utsignalen ska svinga
in mot noll, och det gor den bara i c.

2 - e Frekvenssvaret ar ett lagpassfilter med lag brytfrekvens, i princip bara DC
slipper igenom — langsamma rorelser i utsignalen.

3 -d Brant lagpass-filter, med hog brytfrekvens “ringningar” uppat nykvistfrekven-
sen. Forstarkning=1 vid w = 0 innebér att utsignalen ska svinga in mot
insignalen.

4 - a Frekvenstopp vid ca 0.27 innebar en svangningsperiod pa 10 sampel, vilket
staimmer med a, men inte b. DC-forstarkning = 0.5, utsignalen ska svénga in
mot 0.5 x utsignalen, tyder ocksa pa a.

3
a

Moving-average-filter av langden 5:

z(n)+z(n—1)4+z(n—2)+z(n—3)+z(n—4)

y(n) = z
ger

H(z) = 1427 427242734 274

)
b
Vi soker ett filter G(z) som uppfyller H(2)G(z) = 1.
1
Glz) = >

H(z) T4z 1422423421

vilket ger filterekvationen
y(n) =dz(n) —y(n —1) —y(n —2) —y(n —3) —y(n —4)

C

Sétt x(n) till impulssvaret h(n) :
h(n)

Tk W N~ O3
SN NN

Sétt upp alla termer i filterekvationen i en tabell och rdknar ut y(n) sampel for sampel.

5 (7)
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n | 5z(n) | —yn—1) | —y(n—2) | —y(n—=3) | —y(n—4) || =y(n)
0 1 0 0 0 0 1
1 1 1 0 0 0 0
2 1 0 1 0 0 0
3 1 0 0 1 0 0
4 1 0 0 0 1 0
5 0 0 0 0 0 0

y(n) blir en impuls.

4

a

Gauss-kirnan ar ett lagpassfilter, hogfrekvent innehall har tagits bort ur bilden, den har blivit
“suddig”.

b

c=a—axh

Men a = a x 6 ddr § ar en impuls:

/1 om =0 och y=0
O(,y) = { 0 annars

(Om man filtrerar en signal med en impuls far man tillbaks signalen sjélv.)
D4 kan ¢ skrivas som

c=axd—axh=ax(J—h)
vilket ger att g = § — h:

g(z,y) = 8(a,y) — e VT

C

Eftersom h &r ett lagpassfilter, och § lamnar bilden oférédndrad, (slapper igenom alla frekvenser
lika mycket), s& maste § — h innebéra “hela bilden minus de laga frekvenserna”, och alltsa sldppa
igenom mera av de hoga frekvenserna. g ar alltsa ett hdgpassfilter.

5

a

En N-punkters FFT'n kraver ca IV log N multiplikationer. En N-punkters SDFT kraver en multi-
plikation per frekvensvirde (k = 0... N—1), dvs N multiplikationer fér varje sampel som fonstret
ska flyttas. Detta innebér att om fonstret flyttas log NV steg sa kommer de tva metoderna vara
ungefér lika snabba.

Alltsa: SDFT &r snabbare ndr M < log IV, annars dr FFT att foredra.
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b

DFT-ekvationen ger att

N-1
Xq(k) = Z z(n + q)e I2mk/N

n=0
och

N-1
Xgpa(k) = D a(n+q+ 1)e 72/
n=0

Om vi sedan sétter m = n + 1 kan vi skriva
N
Xq+1<k) _ x<m + q)e—]27r(m—1)k/N
m=1
och bryta ut exponentialtermen e/2™%/N vilket ger

N
Xq+1(/€) — ej27rk/N Z :L'(m—|— q)e—jQNmk/N

m=1
Nu kan vi skriva om summorna genom att separera ut forsta resp. sista termen:

N-1
Xq(k) =2(q) + Z z(n + q)e I2mkIN

n—=

respektive
Xyi1(k) = ?2mk/N (Z z(m + q)e I2FIN g (N 4 q))

m=1

Men nu ar det uppenbart att summorna i de tva uttrycken ar identiska, det &r bara olika sum-
mationsvariabler. Vi skriver summan som X, (k) — z(q) och stoppar in i uttrycket for X, 1(k),
vilket ger

Xy (k) = 7™ N (X, (k) — 2(q) + (N + q))
Q.E.D.

7(7)
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KTH Datavetenskap
och kommunikation

2F1120 Spektrala transformer for Media
Tentamen 061218

Tentamen bestar av fem uppgifter dar varje uppgift maximalt ger 4 p. Normalt géiller féljande
betygsgranser: 3:9 p, 4: 13 p, 5: 17 p
Tillatna hjalpmedel: riaknare, formelblad

1

Den analoga signalen i figur 1 lagpassfiltreras vid 8000 Hz och samplas sedan med samplingsfre-
kvensen f;.

a Skissa spektrum upp till nykvistfrekvensen av den samplade signalen da fs = 16000 Hz.
Frekvensaxeln ska vara graderad, och deltonernas inbordes relation ska vara korrekt. (2p)

b Som ovan, men fs = 8000 Hz. (2p)

2

I figur 2 ser du impulssvaren fran ett antal filter. Impulssvaren till vinster kommer alla fran icke-
aterkopplade filter, sk. FIR-filter. Impulssvaren till hoger kommer alla fran aterkopplade filter
(eller ITR-filter), och fyra av dessa utgér inversen till nagot av FIR-filtren till vénster (dvs sétter
man dem i serie blir sammanlagda impulssvaret en impuls). Para ihop varje FIR-impulssvar med
motsvarande ITR-impulssvar! Observera att det blir ett [TR-impulssvar 6ver. Motivera kort varje
par. (1p/ korrekt par)

Kom ihdg: rotterna till andragradsekvationen

2
zZ2+pz+q=0
ges av
2
O
2 2
1FE =
O — —
1L -
0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014 0.016 0.018 0.02
sekunder
Figur 1.
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3

Gunilla extraknécker som frilansande journalist. Arbetet, som hon skoter mestadels hemifréan,
ar till stor del baserat péa telefonintervjuer. Av en bekant far hon lana en liten “lada” for att
tappa av telefonljudet in i datorn for att underldtta transkriptionen. Nar Gunilla har gjort tre
intervjuer lyssnar hon pa sina filer - och far en smérre chock. Det later hemskt, det gar med
noéd och néppe att hora vad som sdgs... Gunilla, som har ldst spektrala transformer, studerar
spektrogrammet av en inspelning och konstaterar en kraftig svart linje som I6per genom hela
signalen vid frekvensen 50 Hz - gissningsvis 6verlagrat ndtbrum harstammande fran en daligt
isolerad nétadapter. Gunilla noterar vidare att telefonsignalens energiinnehall dr koncentrerat
till omradet 400-3400 Hz, och hon inser att det borde ga ganska bra att filtrera bort brummet
med ett enkelt filter.

Hjalp Gunilla att skapa enklaste tdnkbara filter som eliminerar 50 Hz-storningen, men slépper
igenom talsignalen! (Det ska kunna astadkommas med ett icke aterkopplat filter av lingden 3,
med ett strategiskt placerat nollstéllespar.) Inspelningarna ar gjorda med samplingsfrekvensen

8000 Hz.

a Ange filterekvationen och éverforingsfunktionen for filtret. (2p)

b Skissa frekvensgangen for filtret fran 0 till 4000 Hz, med bada axlarna graderade. Skissa
dven, med graderad frekvensaxel, spektrum for insignal och utsignal, diar den 6nskvirda
delen av telefonsignalen (talet) kan antas ha sitt energiinnehall jaimnt fordelat i intervallet

400-3400 Hz. (2p)

a Filtrering av bilder med stora filterkdrnor kan vara en kostsam operation, om man direkt
applicerar formeln {or faltning i 2D. Som tur ar finns det nagra tricks att tillga... Beskriv
tva tekniker for att snabba upp filtrering av bilder, och ange for varje teknik

— hur den fungerar, och varfér det gar snabbare

— eventuella begransningar eller restriktioner pé filterkdrnan

(2p)

b Varfor ar det onskvart att en filterkérna ar cirkulért symmetrisk? Ge tva exempel pa sadana
filterkérnor! (2p)

5

Subtraktiv syntes kallas en populdr ljudsyntesmetod som &t minstone fram till digitalteknikens
intdg var den helt dominerande i musiksynthesizers. Huvudidén &r att en enkel killvagform
behandlas av olika filter och forstarkare (som kan goras tidsvariabla), for att skapa ett ljud som &r
mer intressant och dynamiskt &n ursprungsvagformen. Ordet subtraktiv syftar alltsa pa att man
formar sitt énskade ljud genom att skira (filtrera) bort delar av ramaterialet (killvigformen)®.

a Pa de flesta subtraktiva synthar finns flera killvigformer att vilja mellan, sdsom sag-
tandsvag, fyrkantvag och brus. Daremot hittar man mindre ofta sinusvag. Vad kan vara
anledningen till det?(2p)

"Motsatsen heter additiv syntes, dir ljudet byggs upp genom att kombinera ihop ett stort antal sinustoner.

3(7)
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b For att gora kéllvagformen mer komplex, kan olika tekniker anvindas. Ringmodulation ar

en sddan teknik som man hittar ibland pé& synthar, och det &r bara ett finare ord for
multiplikation. Man multiplicerar helt enkelt en vagform med en annan. Beskriv (med ord)
hur spektrum av en fyrkantvag med f0 = 500 Hz paverkas nér den “ringmoduleras” med
en sinusvag pa 100 Hz. ledning: anvdind faltningsteoremet (2p)
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Losningar

1

Sagtandsvagen i figur 1 gor tre perioder pa 0.002 s, vilket ger fo = 3/0.002 = 1500 Hz. spektrum
av signalen ges av fourierserien (se formelblad) dér beloppet av deltonernas amplitud avtar som
1/k.

a Lagpassfiltrering vid 8 kHz och sampling vid 16000 Hz resulterar inte i deltoner vid 1500,

3000, 4500, 6000 och 7500 Hz eller ?765, 3§r, ?g, %Tﬂ samt 15” rad /sampel.

3n/16

3m/8

In/16

3n/4
15nél6_—

b Lagpassfiltrering vid 8 kHz och sampling vid 8000 Hz ger vikning av deltonerna mellan
4000 och 8000 Hz, vilket ger deltonsfrekvenserna ger 1500, 3000, 3500, 2000 och 500 Hz

3 3w Tm w T
eller ® 47 81 9 samt ]

/8
3n/8
/2
3n/4
Tn/8

2

Om vi betecknar FIRfiltrets overforingsfunktion med H(z) och IIR-filtret med G(z) sa géller
ju att G(z) = ﬁ Impulssvaret for FIR-filtret ger direkt H(z) eftersom filterkoefficienterna

for ett icke aterkopplat filter ar lika med impulssvaret, dvs b,, = h(n). Sedan kan man berdkna
nollstillena H(z) = 0, vilka alltsa blir till poler i G(z).

5 (7)
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Alternativ l6sning: faltningen mellan mellan impulssvaret till hoger och det till véanster ska
bli en impuls om de “passar ihop”. Bara att rdkna pa...

1-d impulssvaret {1,0.75,0,0...} ger H(z) = 140.75z 1 = 2% vilket ger noll-
stéllet z = —0.75. IIRAfiltret far en pol vid —0.75 vilket innebér en svingning
med frekvensen 7 rad/sampel, dvs periodtiden 2 sampel, alltsa d.

2-c¢ H(z)=1+0.752"2 ger nollstillena z = ij@. ITRAfiltret far polvinkeln 7/2,
vilket innebér en period pa 4 sampel. Detta stdmmer for ¢ och e. Polradien
0.75 innebar dock en dampad svingning, alltsa c.

3-b H(z) =1— 21422 ger nollstiillen i z = L+ j, /1 —1 =14 ;¥ For

IIR-filtret innebér detta polradie 1 och polvinkel arctan v/3 = 7/3 dvs en
periodtid pa 6 sampel, vilket bara kan vara b.

4-a H(z)=1-0.752"" ger nollstilllet z = 0.75. IIR-filtret far en pol pa positiva
reella axeln < 1. Det ger ingen svingning, endast avklingning, dvs a.

3

Stoérningen kan filtreras bort med ett FIR-filter med ett nollstéllespar i e*/«0. f = 50 Hz vid
fs = 8000 Hz ger wg = 2%% = go rad/sampel.
(z —e80)(z —eJm0) 22— z(ef%0 +eTm0) 41

™ _ _
H(z) = 5 = = :1—2008%2 Ly 272

y(n) = z(n) — 2cos %x(n -1 +z(n—-2)

Frekvensgangen fas genom att beriikna |H (e/w| for nigra olika viirden pa w, t.ex. w =0,7/80,7/4,7 /2,37 /4

samt .
4 T T T T T T T 2

3t

oF

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000

Absolutbeloppet av H(w) plottat med y-axel-skalan linjér (till vénster) respektive lograitmisk
(till hoger).
4 T T T T T T o T

0 Ly | | | | | |
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000

Spektrum av insignalen (heldaragen) samt och utsignal(streckad).
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4

Metod 1: separerbar filterkdrna. Om filterkdrnan ar beskaffad sa att den gar att dela upp i
tva oberoende funktioner av x respekive y s& kan summationen i x- och y-led goéras separat,
vilket ger en besparing pa en faktor N for en N x N stor filterkdrna.

Metod 2: faltning som multiplikation i frekvensdomdnen. Genom att berdkna FFT'n i tva
dimensioner av bade bilden och filterkédrnan, kan faltningen goras som en multiplikation av
de trasformerade bilderna. Resultatet transformeras sedan tillbaka till en bild. Metoden ar
snabbare dn direkt faltning tack vare FFT'n.

En cirkular filterkdrna paverkar bilden pa samma sétt i alla riktningar. Tva exempel &r
Gausskérna och s.k. “pillerburk”, som ar konstant innanfoér en cirkel, och noll utanfor.

5

Metoden bygger pé att det dr en Gvertonsrik kdllvagform, sa det blir nagot att filtrera, och
en sinusvag har inga Gvertoner.

Ringmodulation, eller amplitudmodulering, innebér en faltning av signalernas spektra. Om
spektrum fran en sagtandsvag faltas med spektrum fran en sinuston pa 100 Hz, kommer
sagtandsvagens deltoner att forskjutas uppat i frekvensled med 100 Hz. Men vid denna
faltning behdver man &dven ta hénsyn till negativa frekvenskomponenter. Sinustonen har en
sadan spegelbild i -100 Hz, darfér kommer &ven en kopia av spektrum att forskjutas nedat
med 100 Hz. Resultatet blir alltsé tva 1:a deltoner pa 400 Hz och 600 Hz, 2:a deltoner pa
900 och 1100 Hz, 3:e pa 1400 och 1600 Hz, osv. Ljudet blir metallsikt, eftersom deltonerna
inte langer ligger pa jamna multiplar av grundtonen, effekten anvinds ofta for att simulera
klockljud mm, dérav namnet ringmodulation.

7(7)
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2F1120 Spektrala transformer for Media
Tentamen 070604

Tentamen bestar av fem uppgifter déar varje uppgift maximalt ger 4 p. Normalt géller foljande
betygsgrénser: 3:9 p, 4: 13 p, 5: 17 p
Tillatna hjalpmedel: rdknare, formelblad

Lycka till!

1

En ren sinuston med frekvensen 1500 Hz samplas med f;, = 8000 Hz. Samplen placeras i vektorn

x(n). Man skapar sedan en ny signal y(n) = z(n)?%.

a Skissa spektrum upp till halva samplingsfrekvensen f6r y(n). Motivera din skiss med ett
tydligt resonemang. Frekvensaxeln ska vara graderad. (2p)

b Som ovan, men y(n) = x(n)w(n), dir w(n) samplats pa samma sitt som z(n) fran en
sinuston med samma amplitud som den forsta men med frekvensen 2000 Hz. (2p)

2
I figur 1 ser du ett antal pol/nollstéllesplottar och ett antal impulssvar. Para ihop réatt polplot
med ritt impulssvar! Observera att det blir ett impulssvar 6ver. Motivera kort varje par. (I1p/
korrekt par)
3
Betrakta filtret

22— 241

H(z) ==

a Skissa overforingsfunktionens belopp |H(w)|. Vid vilken frekvens infaller dess minimum?
(2p)

b Skriv filterekvationen y(n) = ... for inversen till ovanstaende filter (2p)

Kom ihdg: rotterna till andragradsekvationen
24 pz+qg=0

ges av

1(77)
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4

JPEG-kompression bygger pa att bilden delas in i block, dér varje block transformeras med DCT,
vilket resulterar i en koefficientmatris.

a Vildigt ofta &r informationen koncentrerad till 6vre vénstra hornet av koefficientmatrisen.
Vad &r tolkningen av detta, och hur utnyttjas det i JPEG-algoritmen? (2p)

b Hur ska en bild vara beskaffad om informationen istéllet ska koncentreras till nedre hogra
hornet av koefficientmatrisen? (2p)

5
Betrakta filtret y(n) = xz(n) + z(n — 1) + 2(n — 2) + z(n — 3) + z(n — 4)

a y(n) kan, om man tar hjilp av aterkoppling, skrivas med endast tre termer. Hur? (2p)

b Pa ett liknande satt kan filtret

y(n) = z(n)+2z(n—1)+3z(n—2)+4x(n —3) +
S5z(n —4) +4xz(n — 5) + 3z(n — 6) + 2z(n — 7) + x(n — 8)

skrivas med endast 5 termer. Gor det!

ledning: studera impulssvaret fran forsta filtret, faltat med sig sjdlv(2p)

3(77)
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Losningar

1

x(t) = sin 27 fot dér fo = 1500 Hz
Sampling med fs = 8000 Hz ger
xz(n) = sin 2w fon/ fs = sinwgn dar wy = 27 fy/ fs = %“

1 — cos2wgn

y(n) = 22(n) = sin® won = 5

se formelsamling for sin® o

Spektrum innehéller alltsa frekvenserna 0 och 2wy i lika proportion, dvs tva lika héga “spikar”,
vid 0 och ?jT’T.

b
y(n) = z(n)w(n) = sinwen sinwin
dir wy = 27 f1/fs = § Med hjélp av Eulers formler kan detta géras om till

cos(wp — w1)n — cos(wp + w1)n
y(n) = 5

men cos(x) = cos(—x) vilket innebér att vi lika gédrna kan skriva

cos(wy — wp)n — cos(wg + wy)n
y(n) = 5

Signalen innehaller alltsa skillanden och summan av de tva frekvenserna, w; —wp = g och
w1 +wy = %’r i lika stora proportioner.

Alla frekvenser ligger under m, sa ingen vikning férekommer.

1-d Polradien strax under 1 vilket ger svagt ddmpad svangning. Polvinkeln ar
27 /3 vilket ger svingninsperiod pa 3 sampel

2-c¢ Endast en pol i origo = rak frekvensgang (paverkar alla frekvenser lika),
impulssvaret blir en impuls.

3 -a Polvinkeln ar 7/2 vilket ger sviingnindsperioden 4 sampel. Det méste vara a
eller e. Polen ligger dock ganska néra origo vilket ger stor dimpning, alltsa a.

4 - ¢ Polvinkeln dr /2 vilket ger svingnindsperioden 4 sampel. Det méste vara a
eller e.Polradien ar dock nara 1 vilket ger liten dampning, alltsa e.

3
[H(w)| = |62 = e 1]

4 (77)
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a

Téljarpolynomet 22 — z 4+ 1 har rétterna z = 1i§‘/§ = ™73, Filtret har alltsa nollstillen pa
enhetscirkeln, och |H(w)| kommer att ha nollstillen vid w = +m/3. Nagra punkter pa kurvan

blir:
e w=0ger |[Hw) =1

w=m/3 ger |[Hw)| =0

w=m/2ger |[Hw)l =1

w=2n/3 ger |[Hw)| =2
o w=rger |[Hw) =3
b

22 _
22—z+1

Det inversa filtret ar G(z) = — vilket ger Y (2)(1 — 271 4+ 272) = X(2). Detta

motsvarar filterekvationen

y(n) =y(n —1) —y(n —2) +x(n)

1
1—2-142

4
a

Ovre vénstra hornet av koefficientmatrisen motsvarar laga spatiala frekvenser, dvs. information
som andrar sig lite fran en pixel till nésta, t.ex. vid enfiargade eller langsamt varierande falt i
bilden, vilket ar vanligt forekommande. Stora delar av matrisen ofta bestar ofta av nollor, och
kan darfér komprimeras effektivt, vilket dr en av grundieérna bakom JPEG-algoritmen.

b

Om bilden &ndras mycket fran pixel till pixel sa koncentreras informationen till nedre hogra
hornet i koefficientmatrisen. Ett exempel kan vara en bild med varannan svart och varannan vit
pixel, som ett schackbréde.

5
a
Om
yn)=z(n)+z(n—-1)+z(n—2)+z(n—3)+x(n—4)
s kan foregaende virde y(n — 1) skrivas som
yn—1)=z(n—-1)+2z(n—-2)+z(n—3)+z(n—4) +z(n —5)
om man nu subtraherar andra uttrycket fran det forsta far man
y(n) — y(n — 1) = a(n) — o(n - 5)
vilket ger
y(n) = y(n—1) + z(n) — 2(n - 5)

5(77)
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b

impulssvaret fran filtret

y(n) = z(n)+2z(n—1)+3z(n—2)+4x(n—3)+
S5z(n —4) +4z(n — 5) + 3xz(n — 6) +2x(n — 7) + x(n — 8)

ar lika med impulssvaret fran filtret
yn)=z(n)+z(n—1)+z(n—2)+xz(n—3)+z(n—4)

faltat med sig sjilv. Det innebér att vi kan erhélla det andra filtret genom att kaskadkoppla
tva av den forsta sorten. Filtret i uppgift a har i sin aterkopplade form 6verféringsfunktionen
1—27°
Hal2) =77

Kaskadkoppling innebédr multiplikation av 6verforinsgsfunktionerna, alltsa blir vart nya filter

1—25\% 1-2:54,710
1—271)  1-2z14 22

Hy(z2) = (
vilket ger

Y(2)(1 =221 +27%) = X(2)(1 —227° + 2719
vilket ger filterekvationen

y(n) =2y(n—1) —y(n —2) +z(n) — 2z(n — 5) + z(n — 10)

6 (77)
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DT1120 Spektrala transformer for Media
Tentamen 071217

Tentamen bestar av fem uppgifter dér varje uppgift maximalt ger 4 p. Normalt géller foljande
betygsgrénser: 3:9 p, 4: 13 p, 5: 17 p
Tillatna hjalpmedel: rdknare, formelblad

Lycka till!

1

Ett bilhjul med fem ekrar (se fig. 1) filmas med 25 bilder/sekund. P4 filmen kommer hjulet ibland
att se ut som det roterar framlénges, ibland bakldnges, och ibland som det star stilla, &ven nér
bilen aker framat. Mellan tva pa varandra féljande bilder kommer det att se ut som att hjulet
roterat vinkeln 6 1. Ett positivt viirde pa # innebér att hjulet ser ut att rotera framlinges. Hjulets
radie ar 20 cm.

a Vad blir € om bilen kér med hastigheten 7 m/s? (1p)
b Vad blir # om bilen koér med hastigheten 27 m/s? (Ip)

¢ Om man vill uppskatta bilens hastighet utifran filmsekvensen, s& inser man att det finns
flera mojliga svar. Ange vad detta fenomen kallas (framférallt i [jud-doménen) samt stéll
upp ett allmént uttryck for bilens hastighet, givet rotationsvinkeln 6 ledning: uttrycket

Man ska i detta antaga att hjulet &r helt symmetriskt m.a.p. de fem ekrarna, och allts bortse fran ev. ventiler,
logotyper, smuts och andra detaljer pa hjulet som inte &ar i symmetri med ekerstrukturen.

1(9)
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kommer innehdlla en obestimd heltalsvariabel, t.ex. k, ddar k=0 representerar en losning,
k=1 en annan osv... (2p)

2

I figur 2 ser du ett antal filterekvationer och ett antal pol/nollstéllesplottar. Para ihop rétt
filterekvation med ratt plot! Observera att det blir en plot dver. Motivera kort varje par. (Ip/
korrekt par)

3

En konsult inom ljuddesign har utvecklat en signal fér anvindning i restaurangmiljo, som pa
tidskontinuerlig form kan skrivas

2(t) = sin(2w1500t) + 0, 1sin(272000¢)

Nér signalen spelas upp visar det sig att en storfrekvens pa 1333 Hz smugit sig in och foérstort
resultatet. For att eliminera storfrekvensen samplar man signalen med samplingsfrekvensen 8000
Hz och later den passera ett digitalt filter (se figur 3). Dérefter skickas den filtrerade signalen y|n|
till en D/A-omvandlare for rekonstruktion, eftersom man vill aterfa signalen pa tidskontinuerlig
form.

Konsulten ger dig i uppdrag att bestdmma lampliga varden pa aq, as och az sa att stor-
signalen forsvinner samt att den vackra 2 kHz-tonens amplitud forblir oférindrad &ven efter
D/A-omvandlingen (de andra frekvenserna behover inte bibehélla sina respektive amplituder).

(4p)

4

En svartvit bild B beskrivs av foljande matris (O=svart, 1=vit)

000000O00O0O0O0O0OO0OO0OO0OO0O
0101010101010101
000000000000OO0OO0OO0O
0101010101010101
000000000O0O0O0OO0OO0OO0O
0101010101010101
000000000O0O0O0OO0OO0OO0O
0101010101010101
000000000000OO0OO0OO0O
0101010101010101
000000000O0O0O0OO0OO0OO0OO0O
0101010101010101

Bilden B filtreras (faltas) med filterkirnan K.

a Vad blir den resulterande bilden om K &r

00O

111

00O
2(9)

DT1120 Spektrala transformer for Media e Hdstterminen 2007



—
=
S
S—
Il
8
—~
S
SN—
|
8
—~
S
|
[\
SN—
+
ol

<
—
S
|
—_
S~—
|
NI
Nd
—~
S
|
[\
S—
Q
| CI’ o
= (4§} o (6] =

|
[N

-0.5 0 0.5

=

0.5

-0.5

M)
=
S
~
|
=
—~
S
~—
+
(V][V}
=
S
|
—_
~—
|
=0

<
—
S
|
[\
~—
on
m o -

-1 05 0 05 1
1
05
0
3 yn)=z(n)+z(n—2) c 05
-1
-1 05 0 05 1
1
05
0
4 y(n)==z(n)+0.5z(n—1)+0,5y(n —1) d -os
-1
-1 05 0 05 1

|
AN
1
=)
3
o
=)
3
-

Figur 2.

3(9)

DT1120 Spektrala transformer for Media e Hdstterminen 2007



x{n]

Figur 3.

4(9)

DT1120 Spektrala transformer for Media e Hdstterminen 2007



(1p)
b Vad blir den resulterande bilden om K &r

O O =
O = O
= O O

(1p)
¢ Hur bor K se ut om bilden ska bli helt vit? (Ip)

d Hur bor K se ut om bilden ska bli inverterad (svarta prickar pa vit botten)? (1p)

5

Nér man berdknar den diskreta fouriertransformen (DFTn) av en sekvens x(n) diar 0 <n < N,
sa innebar det i praktiken att sekvensen skalarmultipliceras med var och en av DFTns basvekto-
rer. Om signalen z(n) innehaller nagon frekvens som matchar basvektorns frekvens, s kommer
resultatet av skalarprodukten (i belopp) bli stort, i annat fall kommer det bli litet.

I det fall d& insignalen &r en cosinus-signal som ezakt sammanfaller med nagon av basvek-
torerna, sa kommer skaldrprodukten bli lika med N for den basvektor insignalen sammanfaller
med, och 0 for alla andra basvektorer.

Basvektor k ges av

be(n) = ?™27/N (= 0,1,2... N —1)

Lat nu z(n) = cos(nm27/N), och visa att skaldrprodukten

N-1
X = Z m(n)e—jnkQW/N

n=0

blir N da k = m samt 0 da k # m
Ledning: utnyttja elulers formler (se formelblad) samt det faktum att e’**™ =0 for alla heltal

(4p)
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Losningar

1

Vi kallar den verkliga vinkeln som hjulet roterar pa % sekund for ¢. Bilen kommer da att
tillryggalidgga 25¢r meter pa en sekund, dvs ¢ = g5z dér v dr bilens hastighet. Satter vi in att
r=02farvig=rx

a Vinkeln mellan tva ekrar &r 2. Sa linge ¢ #r mindre &n halva denna vinkel, kommer den

5
upplevda rotationen 6 vara lika med ¢. Men alla jamna multiplar av 2% som laggs till ¢
kommer inte att mérkas. Vidare kommer ett ¢ strax under %’T gora sa att hjulet ser ut att

. . . 2
rotera baklinges med, dvs 6 blir negativ ¢ — £-.
T
v=mT=¢=—
¢ 5
vilket ar precis halva vinkeln mellan tva ekrar. Alltsd kommer den rotation man uppfattar,
0, vara lika med den verkliga rotationen, alltsd 6 = .

2
b 1mﬂﬂé¢:éz
Vilket &r precis avstandet mellan tva ekrar, dvs 6 = 0.

c Enl. resonemanget i a kan vi skriva
2
¢:9+h§

dar k ar ett godtyckligt heltal

Hastigheten v = 5¢ kan da skrivas som

v =250+ k27
2
1 y(n) =2(n) —2(n —2) + 3y(n — 1) — 3y(n — 2) ger dverforingsfunktionen
1— 272
H(z) = -
(2) 1— %z—l + 22_2
Nollstéllena ges av 22 — 1 = 0 = z = +1, vilket bara stimmer in pa plot e. Vi behéver
altsa inte rdkna ut polerna (upplysningsvis ligger de dock i z = @(@ +1)).
2 y(n) = x(n) + dy(n — 1) — Jy(n - 2) gor
1 22
H(z) = =
(=) 1—3x- 143,72 223,143
Denna funktion har tva poler, och nollstéllen endast i origio (vilka inte paverkar frekvens-
gangen och inte ritas ut i plottarna i denna uppgift), alltsd maste det vara plot b.
6 (9)
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3

3 yn)=a(n)+a(n—2)=H(z) =1+22 =24
Nollstallen: z = +7, alltsa plot d.

4 y(n) =z(n) + 0.5z(n — 1) + 0,5y(n — 1) ger

1405271 2405

T 1-052"1 2—-05

H(z)

Nollstélle: z = —0.5, pol: z = 0.5, alltsa plot a

Samplingsfrekvensen f; kan ses som ett varv kring enhetscirkeln. D& motsvaras 1333 Hz av

vinkeln Z och 2000 Hz av vinkeln Z

3 2 ‘
For att eliminera storfrekvensen pa 1333 Hz: [H(w)| = 0 da z = =3 . Filtret kan alltsa

skrivas som

4

) —in 9

H(z) =k(z—e3)(z—e 7 ) =k(z* - PO s 1) =

)+ 1) = k(z* — 2z cos(5) + 1) =

42 S R
K2 -z 4 )y = M2 )

22

For att 2 kHz-tonens amplitud skall forbli oforéindrad: |H(w)| = 1 da z = e*2 ger att k = 1.
Ur filterschemat: 2a1z[n] + agz[n — 1] + azz[n — 2] = y[n]

ger att H(z) = 2a1 + agz~ ' +azz~2.

De bada filterekvationerna skall sammanfalla:

1—z 142224 +az" ! + a3z*2 ger svaret a; = 0,5, as = —1 och ag = 1.

Faltingen av bilden kan berdknas enligt faltningssumman i formelsamlingen, eller s4 kan man
resonera sig fram till resultatet, ungefar som nedan:

a Eftersom filterkdrnan bara sprider sig horisontellt s& kommer de tomma raderna att férbli
tomma. Raderna som innehaller tdnda pixlar kommer diremot att delvis smetas ut. Punk-
terna mellan de tdnda pixlarna kommer att fa bidrag fran tva hall och darfor séttas till
tva, medan de tdnda pixlarna bara bidrar till sig sjélva och foérblir ett. Bilden blir alltsa
horisontellt randig enligt monstret

00000000000000O00O
1121212121212121
000000000000O0O0O0O
1121212121212121

(Bilden kommer alltsd att innehalla pixlar storre &n 1, detta hanteras i praktiken vid
uppritningen antingen genom normalisering eller klippning,.)
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b Bilden kommer att bli diagonalt randig, enligt samma princip som ovan - de pixlar som
ligger diagonalt mellan de ténda pixlara kommer f& bidrag fran tva hall och séttas till tva.

c Eftersom de tdnda pixlarna sitter pa varannan position bade i x- och y-led sa kan vi enklast
astadkomma den onskade matrisen (helt fylld med ettor) med foljande kdrna:

O -
O -
O O O

D& kommer varje pixel i den nya bilden bara fa bidrag fran en tdnd pixel i B. Om man
onskar en symmetrisk filterkdrna, sa kan vi astsadkomma det genom att fordela om vikterna
och erhalla

.26 .5 .25
.5 1.5
.26 .5 .26

vilket resulterar i samma bild (dock ej lings bildens kanter). Nu kommer pixlarna hori-
sontellt och vertikalt mellan de tdnda pixlarna fa tva bidrag & 0.5, och pixlarna diagonalt
mellan de ténda fa fyra bidrag & 0.25.

d Vi tar samma filterkiirna som i ¢ (bada varianterna gar bra), men vi “slicker” centrumpixeln:

.26 .5 .25
.5 0.5
.25 .5 .26

denna kirna ger alltsa en bild som blir vit, utom dér det tidigare varit en ténd pixel, déar
den blir svart.

5
Skriv om insignalen enligt euler:

ejanTr/N + e—janTr/N
2

x(n) = cos(nm2m /N) =
Dé& kan vi skriva skaldrprodukten som
N-1 ejanW/Ne—jnkQﬂ'/N + e—janﬂ'/Ne—jnkQW/N -1 ejn(m—k)Zﬂ'/N 4 e—jn(m+k)27r/N

Xe=2 2 :NZ 2
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Fallet m = k:

N-1 ; N-1
1+ e—]n?kQﬂ'/N N 1 ok
X, — _ v - jn2k27 /N
CLT T ik

Den andra delen i detta uttryck &r en geometrisk serie (en summa av formen ) a™ dér i detta
fallet @ = e~ 747/N) vilken enl. formelsamlingen kan beriiknas till

efj4k7r -1
e—J4km/N _ q

eI _ 1 dar k ar ett heltal kommer alltid att bli noll, alltsa blir
Xp=5dam=k
Fallet m # k:

Dela upp summan

N-1 ejn(m—k)27r/N + e—jn(m+k)27r/N
2

n=0
i tvA summor
1 N-—1 1 N-—1
- Z ejn(m—k)Qﬂ'/N += Z e—jn(m+k)27r/N
2 2
n=0 n=0

och berdkna dessa som geometriska serier:

1 ( ej(m—k)Qﬂ -1 ej(m+k)27r -1 )

=3 IR /N 1 | eimR2e/N _ ]

Men téljarna /(=27 _ 1 och e/ (m—k)27 _ 1 dar k och m &r heltal kommer alltid att bli noll,
och ndmnarna kommer att vara skilda fran noll nar m # k, alltsa blir hela uttrycket
Xir=0 da m 7'é k

Q.E.D
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