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DT1130 Spektrala transformer
Tentamen 190107

Tentamen bestar av fem uppgifter dar varje uppgift maximalt ger 4 p. Normalt géller foljande
betygsgrinser: E: 9 p, D: 11.5 p, C: 14 p, B: 16 p, A: 18 p
Tillatna hjalpmedel: ridknare, formelblad (bifogat)

Lycka till!

Gosta ska uppdatera en profilbild. Bilden han vill anvinda har 600 x 600 pixlar men max
storlek for profilbilden &dr 200 x 200. Han bestdmmer sig for att skriva ett program som minskar
bildens storlek genom att plocka ut var tredje pixel, rad- och kolumnvis dvs

J(z,y) = 1(3z,3y)

dér I ar den gamla bilden och J &ar den nya, forminskade bilden. Nar han tittar pa den forminskade
bilden upptéacker han till sin férvaning att den randiga tapet som syns i bakgrunden har d&ndrats
- det &r mycket farre rdnder pa den nya bilden &n pa orignalet! Hjdlp Gdésta att reda ut vad som
hént.
Vi kan anta att tapetmonstret i originalbilden endast beror pa x-koordinaten och att inten-

siteten varierar enligt funktionen

. . oTT

itapet(x) = sin Yy

dér enheten for x dr pixlar.

a Hur manga tapetrdnder syns i originalbild respektive forminskad bild, totalt sett raknat
fran bildens hogra till vénstra kant? (2p)

b Vad kallas fenomenet som gosta rakat ut for? (1p)

¢ Hur skulle gosta ha gjort nér han forminskade bilden for att undvika detta? (1p)
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I figur [I] ser du ett antal pol-nollstdllesdiagram och ett antal frekvenssvar. Para ihop pol-
nollstéllesdiagrammen med de frekvenssvar som hérrér fran samma system, med tydlig moti-
vering! Observera att det blir ett pol-nollstéllesdiagram &ver.

(1p/ korrekt motiverat par)

3

+39 dir radien R = -1 och vinkeln 6 = /4.

Betrakta en tvapolsresonator med poler i Re 73

a Ange resonatorns 6verforingsfunktion H(z)
(1p)

b Ange resonatorns filterekvation (dvs ett uttryck pa formen y(n) = ...)
(1p)

¢ Studera resonatorns impulssvar h(n), antingen numeriskt (med hjilp av filterekvationen)
eller analytiskt (med hjélp av Z-transform).

Vid vilket virde pa n blir h(n) negativt forsta gangen? (2p)

4

En tvadimensionell filterkdrna av stolek 3 x 3 ges av

h(z,y) =4 — 222 — 2% + 2>
dir -1 <x<loch -1<y<1

a Visa att h(z,y) ar linjart separerbar i z— och y (2p)

b Beskriv hur separerbarhet kan utnyttjas for att gora faltningen snabbare och ange hur stor
vinsten blir procentuellt, rdknat i antal multiplikationer, vid faltning med en 3 x 3-kérna.

(2p)

5

Musiksoktjansten Shazam kan, givet nagra sekunder musik uppspelat fran en okénd hogtalare, i
okdnd akustisk milj6, upptaget med mobiltelefonmikrofon, och med diverse potentiella stérningar
(t.ex. roster i forgrunden) med forvanansvart hog traffsikerhet hitta réatt matchning i en databas
med miljontals latar.

Principen for hur det fungerar beskrivs i en konferensartikel fran 2003 |I| (givetvis har algorit-
merna som anvands i tjdnsten utvecklats efter detta men artikeln beskriver en fullt fungerande
och reproducerbar metod).

Metoden bygger pa musikaliska “fingeravtryck” som extraheras fran all musik i databasen.
Samma fingeravtryck berdknas pé det inspelade ljudet i telefonen nér en sékning ska goéras, och
en effektiv s6kalgoritm hittar den bésta matchningen.

Fingeravtrycken berdknas med hjilp av ett spektrogram (dvs en tvadimensionell representa-
tion (bild) av ljudet dir x-axeln representerar tid och y-axeln frekvens och graskalenivan repre-
senterar energi - ju morkare desto starkare).

Wang, A. (2003, October). An Industrial Strength Audio Search Algorithm. In Ismir (Vol. 2003, pp. 7-13).
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Figur 1. Vilken av pol-nollstéllesdiagramen till vénster hor ihop med vilket frekvenssvar till hoger?
(poler = X, nollstéllen = o)
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Figur 2. Ur artikeln (Wang, 2003): de forsta tvA stegen i extraktion av fingeravtryck i Shazams
algoritm.

Spektrogrammet gors sedan om till vad forfattarna kallar en stjirnkarta (constellation map)
genom att vilja ut de hosta/tydligaste topparna, dar varje punkt kan beskrivas av sina tva
koordinater i tid och frekvens (energin/graskalenivan sparas inte), se figur

Dessa punkter grupperas tillsammans med en speciell algoritm och bildar da fingeravtrycken

som anvands i sokningen.

a Antag att ljudsignalen har samplingsfrekvensen f; = 8000Hz och varje kolumn i spekt-

4(8)

rogrammet innehéller ett frekvensspektrum som berdknas med hjalp av DFT déar fonster-
laingden N = 1024. Antag vidare att for berdkning av varje ny kolumn sa flyttas fonstret i
ljudsignalen framéat med 50% av fonsterldngden (dvs varje fonster verlappar med 50% med
det foregéende). Vad blir upplosningen i frekvensled repsektive tidsled (dvs avstandet i Hz
mellan tva narliggande punkter i spektrogrammet i y-led, respektive avstandet i sekunder
mellan tva nérliggande punkter i x-led)?

(2p)

Att gora om spektrogrammet till en stjarnkarta har flera férdelar - det gor bland annat att
fingeravtrycken tar mycket mindre lagringsutrymme och att skningen kan goéras mycket
mer effektivt.

Men det gor ocksd matchningen mer robust mot variationer i kanalen (olika hogtalare, rum
och mikrofoner). Varfor, tror du? Diskuteral

(2p)
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Losningar

it

a

Intensiteten i tapetmonstret varierar enligt en sinusfunktion med vinkelfrekvens w radianer per
pixel:

. . OTXT . 51
i =sin — =sinwr - w= —
tapet ] ]
Periodicieteten 7', dvs hur tatt det d4r mellan rdnderna i antal pixlar, ges av
L 2/pi 8 16

T =

f w 7T577r_5

och antal rander totalt i originalbilden Ny = %/05 ~ 187

I den férminskade bilden byts x mot 3z, vilket ger w = 1%”
Eftersom w > 7 far vi vikning till 27 — 12” =3
Periodicieteten T' = 73—/”8 = 16 vilket ger att antal rénder i den férminskade bilden som

_ 200
Nforminsk = 16 ~ 12

b

Fenomenet kallas aliasing eller vikning.

C

For att undika aliasing vi forminskning behéver han lagpassfiltrera bilden forst, for att fa bort
alla frekvenser hogre dn halva samplingsfrekvensen efter nedsampling. I praktiken kan han sitta
varje pixel i den férminskade bilden till medelvirdet av motsvarnde 3 x 3-block i ursprungsbilden.

2

Toppar i frekvenssvaret motsvarar poler, dalar motsvarar nollstéllen.

a

Toppar vid w = 0,27/3, dalar vid w = 7/3, 7. Detta stdmmer pa diagram 3.

b

Toppar vid w = 0,7, dal vid w = 7/2. Stdmmer pa diagram 1.

C

Topp vid w = 7/2, dalar vid w = 0, 7. Diagram 2.

d

Toppar vid w = 0,7/2, 7. Dalar vid w = 7/4, 3w /4. Maste vara 5.
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Tva poler: p; = \/56”/4 2 +13 ' och Py = \}Ee—jﬂ/4 =

a

Overforingsfunktionens ndmnare ges direkt av polerna. Téljaren kan vi vélja s& vi far samma
gradtal som ndmnaren:

52 52 52
H(z) = —— o 1] =\~ .2 1
(z=p)(z—p2) (z—F)(z-F) 22-z2+3
b
_Y(2) 2 L 2
H(Z)_X(z) —=Y(2)(z z—|—2)—X(z)z
division med 22 pa bada sidor ger
52
Y(Z)(l — 2’71 + T) = X(Z)
Invers z-transform ger
1
y(n) —y(n = 1)+ Jy(n — 2) = 2(n)
1
y(n) =a(n) +y(n —1) - Sy(n —2)
c

Alt. 1: numerisk lésning:

Direkt berdkning av impulssvar genom instéttning av z(n) = §(n) i filterekvationen ger h(n) =
y(n) enligt

h(0) : y(0) = z(0) + y(—=1) = 0.5y(=2) =1+0—-0=1

(1) : y(1) = 2(1) + y(0) — 0.5y(—1) =0+1 -0 =1

h(2) : y(2) = 2(2) + y(1) — 0.5y(0) =0+ 1 — 0.5 = 0.5

h(3) : y(3) = 2(3) + y(2) — 0.5y(1) = 0+ 0.5 — 0.5 =0

h(4) : y(4) = z(4) + y(3) — 0.5y(2) = 0+ 0 — 0.25 = —0.25

Alltsa: h(n) blir negativt forsta gangen vid n = 4 da h(4) = —0.25

Alt. 2: analytisk l6sning:

For att fa impulssvaret analytiskt behover i inverstransformera H(z) till tidsdoménen. For att
kunna gora det behover vi forst skriva H(z) pa en form som finns i z-transformtabellen (i for-
melsamlingen), dvs vi vill som mest ha ett forsta ordningens polynom i ndmnaren. Vi kan astad-
komma detta med partialbraksuppdelning. Ansétt:

Az N Bz
z— Red? ' 7z — ReJ9

H(z) =

(R och 6 enligt uppgiften). Vi ska nu férsoka bestimma konstanterna A och B. Sétt pa
samma brakstreck och forenkla:

6 (8)
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Az(z — Re™%) + Bz(z — Re?)
(2 — Rei?)(z — Re=37)

H(z) =

(A+ B)z% — (ARe™7% + BRe?%)z
(2 — Rei?)(z — Re=97)

Detta uttryck maste blir identiskt med 6verforingsfunktionen i a) vilket ger foljande ekvatio-
ner:

2%-termen ger A + B = 1 z-termen ger ARe 7% + BRel? =0

Séatt in den forsta i den andra och férenkla:

ARe ™% + (1 - A)Re?’ = 0

Rei? Re— 79
Reif — Re—19 Reib — Re—if

Nu kan vi inverstransformera det uppdelade uttrycket for H(z) med hjalp av 4:e z-transformen
i formelsamlingen:

h(n) = A(Re?®)"u(n) + B(Re %) u(n)

Satt in A och B enl. ovan och forenkla med eulers formler:

Re?(Rei?)" — Re#(Re=)"  R"sin(0(n + 1))
R(ei0 — e—i0) u(n) = sin 6 u(n)

h(n) =

Med R = 1/+/(2) och 6 = 7/4 blir det

(L)n sin m(n+1)
hin) = 22— u(n)

Detta uttryck blir negativt da sin W("4+ D iy negativt, vilket sker férsta gangen da n = 4.

4
a

For att en filterkidrna h(x, y) ska vara linjart separerbar ska den kunna skrivas pa formen h(x,y) =

hi(x)ha(y)
Givet:
h(z,y) =4 — 222 — 2y + 22>

Faktorisera uttrycket:

hz,y) =2?(y* —2) +4— 29" =2°(y* —2) —2(y* — 2) = (2 — 2)(y* — 2)
V.SV
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Om filterkdrnan &r separerbar kan faltningen goras i tva steg, forst i X-led med hi(z) (en 1 x N
-kérna), sedan i Y-led med ha(y) (N x 1). Antalet multiplikationer per pixel blir da 2N, istallet
for N2 om kérnan inte &r separerbar.

Man behéver alltsa ?V—]\Qf ganger farre multiplikationer om kdrnan &r separerbar. Fér N = 3
innebir det en vinst pa 33%.

5
a

Vid DFT kommer frekvensaxeln delas i N lika stora delar ndr hogsta frekvensen dr samplings-
frekvensen fs. Alltsa blir upplosningen i frekvensled

fo 8000
Af=2s 200 L osq
=N~ 10 "8 H

Upplosningen i tidsled bestdms av avstandet mellan tva pa varandra foljande fonster langs
tidsaxeln. Fonsterlangden N dr 1024 och forflyttningen varje steg ar 50% dvs % = 512 sampel.
For att fa det i sekunder delar vi med f;:

N 1024

At=— =
2fs  2-8000

= 0.064 s

b

Varje del av kanalen (hogtalare, rum, mikrofon) kan ses som ett linjart filter. Dessa kombineras
(kaskadkopplas) for att bilda den faktiska kanalen. Detta filter paverkar energin i varje frekvens,
vilket innebér att spektrumet vid en viss tidpunkt kan te sig véldigt olika i den ursprungliga
signalen och i signalen som ska matchas. Dock kommer topparna i spektrumet i originalsignalen
forbli toppar i den filtrerade signalen (férutsatt att frekvenssvaret &r nagorlunda kontinuerligt).
Topparna ar dessutom den del av spektrum som &r minst kénsligt for storningar eftersom det
krévs starka ljud for att “Gverrosta” dessa.

Topparna ar ocksa robusta i tidsdoménen: nér ett ljud spelas upp i ett rum uppkommer
ekon pga rumsakustiken men det starkaste ljudet &ar oftast direktljudet dvs det med kortast
fordréjning.

8 (8)
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