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KTH Matematik

TENTAMEN, DEL 2
SF1524
GRUNDLAGGANDE NUMERISKA METODER OCH PROGRAMMERING
Fredag 13 mars 2020 kI 8.00-11.00

Rittas endast om del 1 dr godkind. Max antal podng pa denna del &r 50. Betygsgréns:
10p D, 20p C, 30p B, 40p A. Svar skall motiveras och utridkningar redovisas. Korrekt svar
utan motivering eller med felaktig motivering medfor poangavdrag.

Inga hjdlpmedel &r tillatna (ej heller minirdknare).

P1. Foljande datapunkter dr givna:
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a) Datapunkterna antas passa vil till en kurva pa formen y(t) = Ce*?. Bestim
C och k med hjilp av minsta kvadratmetoden.

Vi logaritmerar bada sidor av ekvationen for y(¢)
y(t) = Cef' <= log(y(t)) = log(C) + kt

for att fa ett linjart ekvationssystem Ac = b i variablerna log(C') och k givet
datapunkterna i tabellen:

10 1
1 1f {log(C)| |3/2
Lo [ = | o
1 4 15/4

Normalekvationerna A7 Ac = ATb till detta ekvationssystem &r
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10 1
111 1] |t 1| leg(e)] 11 1 1]|3/2
01 2 4] (1 2 k |01 2 4] 19/4
14 15/4
= {i 271] [logk(:C)] = [1;{2] {Gausseliminering}
— log(C) =9/10
k —7/10

C = 69/10
<~
k. =7/10
Detta ger, avrundat till ndrmsta heltal,

{C ~ 2, (C =~ 3 ar ok att svara)
k=1,

och minstakvadratanpassningen y(t) = 2¢'.

Nu vill vi anpassa en kubisk spline s(¢) som interpolerar datapunkterna sa att

ap + ait +agt? +ast®,  0<t <1,
s(t) = { by + byt + bot> + bst3, 1<t <2,
co + art + cot? + 3t 2<t <4,

Stéll upp det linjira ekvationssystem som behdver 16sas for att bestdmma s(7)
sa att s(t) ocksa har kontinuerlig forsta- och andraderivata samt att andra-
derivatan &ar noll i &ndpunkterna t; = 0 och t3 = 4. Du behover inte l6sa
ekvationssystemet.

Splinen ska interpolera datapunkterna, vilket ger de 6 ekvationerna
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agp =e, (1)
ag + a1 + as + a = €%, (2)
bo + by + by + b3 26%7 (3)
bo + 2by + 4by + 8bs = ei, (4)
co + 2¢1 + 4co + 8cs = e%, (5)
co + 4cy + 16¢2 + 64c3 =7, (6)

Krav pa kontinuerlig forsta- och andraderivata i noderna ¢t = 1 och t = 2 ger

a + 2ast + 3ast?,  0<t <1,

Sl(t) = b1 + 2b2t + 3b3t2, 1<¢ S 2,
1+ 2cot + 3cst?, 2 <t <4,

och

2ay + 6ast, 0<t<1,

s"(t) = ¢ 2by + 6bst, 1<t<2,

202 + 603t, 2 <t< 47

samt de 4 ekvationerna

a; + 2&2 + 3&3 = bl + 2b2 + 3b3, (7)
b1 + 462 + ]_2b3 = + 462 + 1203, (8)
och
2a9 + 6as = 2by + 6b3, (9)
2b2 + 12b3 = 202 + 1203. (10)

Ekvationssystemet sluts av de 2 ekvationer som ges av kraven s”(0) = 0 och
s"(4) = 0, det vill sdga

ag = 0 (11)
Co + 1203 = 0. (12)
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Sammanfattningsvis definieras konstanterna i splinen s(z) av det linjira ekva-

tionssystemet
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P2. Trapetsmetoden kan anvindas for att approximera integralen
b
]:/f(a:)d:z:.

(2p) a) Foljande funktionshuvud ska anvéindas i en tillimpning for att approximera
viardet av en integral med trapetsmetoden:

function Th = trapets(f, int, h)
% Berdknar en approximation av integralen I av f(x) fr{\aaln
% a till b med Trapetsmetoden och stegléngd

h £ Funktionshandtag till integranden f(x),
b t.ex. £ = @(x) cos(x)

% int - [a, bl, t.ex. int = [0, 1]

h h - Steglangd i trapetsmetoden, t.ex. h = 0.1

% Th - Numerisk approximation till integralen av f(x)
Th = ?

end

Komplettera funktionen med Matlab-kod som beridknar Th.

function Th = trapets(f, int, h)
% Berdknar en approximation av integralen I av f(x) fr{\aatn a till b med
% Trapetsmetoden och stegldngd h

h

h £ - Funktionshandtag till integranden f(x), t.ex. f = @(x) cos(x)
% int - [a, bl, t.ex. int = [0, 1]

% h - Stegldngd i trapetsmetoden, t.ex. h = 0.1

% Th - Numerisk approximation till integralen av f(x)

a = int(1);

b = int(2);

x = a:h:b;

y = £(x);

Th = hxsum(y) - h/2x(y(1) + y(end));
end
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(8p) b) Skriv ett program som anvinder funktionen trapets(f, int, h) for att ve-
rifiera att noggrannhetsordningen fér trapetsmetoden &r 2 for integralen

1
/ ecos(Zz) dr.
0

Anvind en lamplig uppskattning av felet. (Du kan anta att du har funktionen
trapets(f, int, h) dven om du inte har gjort uppgift a))

f = @(x) exp(cos(2*x));

int = [0, 1];
hO = 1;
hvec = [h0/2];

Th = trapets(f, int, hvec(1));
T2h = trapets(f, int, hO);

eh = abs(Th - T2h);

errvec = [eh];

tol = 1le-8;
while errvec(end) > tol
hvec = [hvec; hvec(end)/2];
T2h = Th;
Th = trapets(f, int, hvec(end));
eh = abs(Th - T2h);
errvec = [errvec; eh];
end

figure

loglog(hvec, errvec, ’*-’, hvec, hvec."2)

legend (’Trapetsmetoden’, ’h~2’)

title(’Konvergensordning for trapetsmetoden med integrand exp(cos(2x))’)
xlabel(’h’)

ylabel(’e_h’)
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c) Anta att integranden f(x) &r en glatt funktion (alla derivator ar kontinuerliga)

da har trapetsmetoden T'(h) noggrannhetsordning 2, dvs trunkeringsfelet &r
E = |T'(h) — I| < Ch% For att visa detta kan felet skrivas som en summa av
trunkeringsfel ) fran varje delintervall [zy, xx11] C [a, b], s& kallade lokala
trunkeringsfel:

Tp+1

Be= 5o + foe)) = [ fa)da

Tk

Visa att B, < Ch3, dir C ar en konstant oberoende av h = xj41 — .

Lat
b n—1 Tk+1
1= [s@iz=3" [ f@a.
k=0
a T
dira = g < 1 < ... < x, = b dr en diskretisering av intervallet [a, b] i n
delintervall [zy, xg1] med 441 — 2 =h, k=0,1,..., n.

Det lokala trunkeringsfelet pa delintervall k ar

B, = g(f(mk) + f(@ps1)) — / f(z)dz| = {Taylorutveckling av f(z) kring z}
b Tk+1
~|5 0@ + S = [ 1)+ F@e - ) + 31 @)@ - o)
+ éf@) (&)(z — xy)"]dx| = {Termvis integration}

h h2 / h3 " h4 3
~ |3 nen) = flaa) = o) = ) - Tr0E)

2 3

= {Taylors formel: f(zry1) = f(xx) +hf (xr) + %f”(l’k) + %f(3)(77)}
R W i)y 1 35®

= Ef (l’k)—i—%( f (f)"‘ f (77)) )

fér nagra §,n € (zx, Tr41).

Det foljer av triangelolikheten att
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h3 h*
Ex SE |/ (zx)| + 36 |2f(3) (&) +3f® (n)| < {Triangelolikheten igen}

h3 " h4

<35 @)l + 56 (219 + 31D (m)|) < {Antag h < 1}
h3

< BIf () +5 max |fD(@)]) = OW,
36 TE€[T), Tp41]

ty f ar en glatt funktion och (xy, zry1) ar ett begrinsat intervall. Darmed ar
f®)(z) begrinsad for € (x4, T441) och alla k.

Vi har visat att £, < Ch3, vilket ger

BT~ 1= Y | 500 + S = [ fa)de
k=0 T
<35 + fae)) — [ fa)da| =3 B <non
k=0 , k=0
_Cb_ahS_C/hQ
et o

Alltsa giller E < C'h?, och vi har visat att trapetsmetoden har noggranhets-
ordning 2.

P3. Vi onskar 16sa begynnelseviardesproblemet
u'(t) = —sin(au(t) + B),  u(0) =2, (13)
dér a =10 och g =1/8.

(3 p) a) Formulera metoden Euler Bakat (Implicit Euler) for ekvation (13).

Euler bakat for det generella problemet

{u'(t) = f(t,u),
U(O) = U,
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c)

lyder
Uk+1 :uk+hf(tk+1,uk+1), k:0,1,2,...,
U = u(0),
sa vi far
{ukﬂ =ug — hsin(oaug 1 + 5), k=0,1,2,...,

UOZQ,

dér a =10 och g =1/8.

I varje tidssteg med Bakat Euler behover en ickelinjir ekvation losas. Formu-
lera Newtons metod for denna ekvation. Specificera en lamplig startpunkt for
Newtoniterationerna i varje tidssteg.

Lat y = wugy1, dir uy, dr en approximation av wu(t;) med Euler bakat. Den
ickelinjira ekvationen som maste 16sas i varje tidssteg med bakat Euler &r

dar

9(y) =y + hsin(ay + B) — w,
g'(y) = 14 ahcos(ay + B).

Newtons metod for den ickelinjara ekvationen lyder

v =i g/(yz-)
9yi)
_ i_y,»—i—hsm(aymtﬁ)—uk i—0.12.
1+ ahcos(ay; + 3) ' o ’
Yo = Uk,

dir yo = uy ar en lamplig startgissning, «, § ar konstanter och h ar tidssteget
i Eulers metod.

Skriv ett Matlab-program som beréknar en approximation av u(3), dvs. 16s-
ningen till ekvation (13) vid tiden ¢t = 3. Matlabprogrammet ska anvinda
Bakat Euler for tidsdiskretiseringen och Newton i varje tidssteg, och ska skri-
va ut approximationen av u(3) pa skiirmen. For full podng krivs att Newtons

9(10)



KTH Matematik

metod dr implementerad med kontroll av felet i varje iteration sa att absolut-
beloppet av felet dr mindre #n en given tolerans, tex 1073, Det far antas kint
att Newtoniterationerna i varje tidssteg konvergerar.

% Definition av ODE:n som ska 1ldsas

alpha = 10;

beta = 1/8;

f = @(t, u) -sin(alpha*u + beta);

ud = 2;

T = 3;

h =0.1; % Stegldngd i Eulers metod

tvec = 0:h:T; % Diskretisering av intervallet [0, T] med steglédngd h
uk = u0; % Forsta u-vardet i Eulers metod

% Funktioner som anvénds av Newtons metod i varje steg i Euler bakat
g = 0(y, ui) y + hxsin(alpha*y + beta) - ui;
dgdy = @(y) 1 + alphaxh*cos(alpha*y + beta);

for k = 1:length(tvec)
% Iterera enligt Newtons metod

yold = uk;
ynew = yold - g(yold, uk)/dgdy(yold);

while abs(ynew - yold) > 1le-3
% iterera tills absolutbeloppet av felet for varje
% steg i Euler bakdt &r mindre &n toleransen, t.ex le-3

yold = ynew;

ynew = yold - g(yold, uk)/dgdy(yold);
end
uk = ynew;

end

disp(strcat(’u(3) &r ungefir ’, num2str(uk)))

10(10)



