o

L,
FKTHL

VETENSKAP
39 OCH KONST ¢

Bonertt

KTH Engineering Sciences

Tentamen 2020-05-25
Del 2

SF1547 — Numeriska metoder

Max antal podng pa denna del dr 50. Rattas endast om del 1 dr godkdnd. Betygsgranser:
10p D, 20p C, 30p B, 40p A. Svar skall motiveras och utrikningar redovisas. Korrekt svar
utan motivering eller med felaktig motivering medfér podngavdrag.

Inga hjidlpmedel ar tillatna (ej heller minirdknare).

Varje uppgift pa Del 2 ska skrivas pa separata papper. (Deluppgifter kan skrivas pa samma
papper.)
Skriv uppgiftsnummer, sidnummer, namn och personnummer pa varje papper.

P1. Givet funktionen
f(z) = sin(ax) + sin(Bz?).

Konstanterna o och § ska bestdmmas s att f interpolerar de tva datapunkterna
(1,0.5) och (2,1), dvs f skall satisfiera f(1) = 0.5 och f(2) = 1. Problemet leder till
foljande icke-linjéara ekvationssystem for oo och g3,

sin(a) + sin(8) = 0.5,
sin(2a) + sin(48) = 1.

(a) Antag att o och 8 dr sma, sa att approximationen sin(x) & x ar giltig. Anvind
denna for att hitta startgissningar for o och .

Losning: Approximationen ger

a+ 8 =0.5,
2004+ 46 = 1.

Dra ifran tva ganger forsta ekvationen fran den andra. Det ger § = 0 och
dérmed o = 0.5, vilket blir startgissningarna.

(b) Skriv ett MATLAB-program som implementerar Newtons metod for system och
beriknar virden pa «, 8 med ett fel mindre dn 10710,

Losning: Vi later

_ (sin(a) +sin(8) — 0.5,
F(a,8) = <sin(204) + sin(44) — 1),

(3 p)

(8 p)



och berdknar funktionens Jacobi-matris

_( cos(a) cos(p)
o = () o)

Newtons metod blir da

(2:11)<= (g:) — J (o, Br) T F oy, Br), (gg) = <2f)-

En implementation i MATLAB kan tex se ut som:

F = @(al,be) [sin(al)+sin(be)-0.5;...
sin(2*al)+sin(4x*be)-1];

J = @(al,be) [cos(al) cos(be);...
2%cos(2*al) 4x*cos(4xbe)];

tol = 1e-10;

X = [0.5;0];

d = [1;1];

while norm(d)>tol
jj = JX),X2));
ff = F(X(1),X(2));
d = -jj\ff;
X = X+d;

end

X

Fler datapunkter tillkommer:

;| 1 ]2]3]4]5]6
y; |05 (115 1.8 1.8 ]1.2

Konstanterna « och § ska nu istéllet bestdmmas sé att felkvadratsumman
6
2
> 1) =yl
j=1

minimeras. Modifiera ditt MATLAB-program i deluppgift (b) s& att det berdknar
dessa konstanter.

Losning: Vi far nu ett overbestamt icke-linjért ekvationssystem F(«, ) =~ 0,
dar

sin(aw) + sin(Bz?) — 1
sin(aws) + sin(Bz3) — y2

F(a,f) = € RS,
sin(axg) + S'in(Ba:%) — Y6
Dess Jacobi-matris ar
x1 cos(aury) a:% 008(533%)
S | Freoste) sheosand | Lo

zg cos(axg) 2 cos(Bxd)

Vi kan 16sa detta med Gauss—Newtons metod,

(akH) = (;:) — (J (e, Be) T (g, Br)) ™ T (g, Br) T F(euk, Bre).-

Br+1

(6 p)



Eftersom backslash i MATLAB ger minstakvadratlosningen nér man ger den ett
overbestamt linjart ekvationssystem racker det att modifiera borjan av program-
met i deluppgift (b). Vi tar bort definitionerna av F och J och ersétter dem med

raderna:

xx = [12345¢6];

yy = [0.51 1.5 1.8 1.8 1.2]7;

F = @(al,be) sin(al*xx)+sin(be*xx."2)-yy;

J = @(al,be) [xx.*cos(al*xx) xx."2.*cos(bexxx."2)];

Resten av programmet blir oférandrat.

P2. Tva massor av olika storlek hinger fran taket, ihopkopplade
med fjadrar som i bilden till hoger. Deras vertikala positioner
x och y bestdms dé& av de ordinéra differentialekvationerna
" i / 1
2l =-2z+y—L oy =-ny gy -1
dér n ar en friktionskoefficient for den undre fjadern. Vid t =0
slapps massorna fran vila i ldget x = —1.5 och y = 0, varfor

z(0) = —1.5, 2'(0) = y(0) = ¥'(0) = 0.
Vi vill berdkna massornas rorelse x(t) och y(t).

(a) Skriv om ekvationerna som ett system av forsta ordningens differentialekvationer (3 p)
pa formen
u' =F(t,u), u(0)=uo.

I ditt svar ska det klart framgé vad u, F(¢,u) och ug ér.

Losning: Lat u(t) = (x(t), 2'(t), y(t), y'(t))T. Systemet blir da som i uppgift-
stexten, med

0 1 0 0 0 —-1.5
-2 0 1 0 1 0
F(t, LI) = Au—b, A= 0 0 0 1 5 b= 01’ U(O) - 0
1/2 0 —1/2 —p 1 0
(b) Skriv ett MATLAB-program som berdknar z(t) och y(¢) fram till ¢ = 20 med (6 p)

n = 0.05. Programmet ska anvinda Framat Euler-metoden. Det ska skriva ut
x(20) och y(20).

Losning: Framat Euler for detta problem lyder
Up4+1 = uy, + h(Au, — b).

Programmet kan tex se ut som:

eta = 0.05;

A =[0100; -2010; 0001; 0.50 -0.5 -etal;
b =[0101]";

u = [-1.500 0]’; 7% Begynnelsedata

T = 20; % Sluttid

=]
Il

4000; % Antal steg



(d)

(e)

h = T/n;

U = u;
for k=1:n
u=u+h* (A*xu-b) ;
U=[U ul;
end
disp([’x(20) = ’ num2str(u(1))])
disp([’y(20) = ’ num2str(u(3))])

Utoka ditt program med kod som riaknar ut hur lang stricka massorna (totalt)
rort sig efter 20 tidsenheter, genom att berdkna integralerna

20 20
Ly = / O, L= / (1) dt.
0 0

Not: Du far inte anvinda inbyggda MATLAB-funktioner for integralberékning.

Losning: Man tex ldgga till foljande rader till programmet ovan for att rdkna
ut Ly och Ly med trapetsregeln:

xpa = abs(U(2,:)); ypa = abs(U(4,:));
L1 = h*(sum(xpa(2:end-1))+xpa(1l)/2+xpa(end)/2)
L2 = h*(sum(ypa(2:end-1))+ypa(1l)/2+ypa(end)/2)

Beskriv hur man kan gé tillvaga for att uppskatta det numeriska felet i approx-
imationen av L och Ls.

Losning:  Los problemet med tva olika steglangder, h och h/2. Det ger
approximationerna L’f och L}f/ % Felet kan sedan uppskattas som

h/2 h/2
L= LY <L) - 1),
och likadant for L.

Naér friktionskoefficienten n &r stor blir systemet styvt och man behéver anvinda
en implicit ODE-metod istéllet for Framat Fuler. Valj en implicit metod och
modifiera ditt MATLAB-program i deluppgift (b) sa att det anvinder denna
metod for att berdkna x(¢) och y(t) fram till ¢ = 20.

Losning: Vi véljer Bakat Euler, som for detta problem lyder
Up+1 = 4, + h(Au,41 — b).
Vi kan skriva om detta som
(I — hA)up4+1 = u, — hb.

dar I ar identitetsmatrisen. I varje tidssteg behover vi alltsa 16sa ett linjart
ekvationssystem med systemmatrisen I — hA. Allt annat &r samma som for
Framéat Euler. Det rédcker darfér att i ursprungsprogrammet byta ut raden
"u=u+h* (A*xu-b) ;" mot "u=(I-h*A)\ (u-h*b) ;" samt dessforinnan definiera "I
= eye(4,4);". (Bést & om man ocksa LU-faktoreriserar I — hA eftersom man
under tidsstegningen l6ser samma ekvationssystem om och om igen med olika

hogerled.)

(4 p)

(2 p)

(6 p)



P3. Betrakta foljande differensformel for att approximera derivatan av en funktion f

f’(aco)%af(xo_h)+bfglx0)+cf($0+h), h< 1.

Antag att parametrarna a, b och ¢ ar valda sa att formeln &r exakt for funktionerna
f(x) =1och f(x) = z. Visa att approximationen d& har minst noggrannhetsordning
ett. (Du far anta att f kan deriveras hur manga ganger som helst.)

Losning: Néar approximationen ar exakt for 1 och x géller

at+b+ec
2T o
h )
a(xo — h) + bro + c(xg +h) )
N =1.
Detta kan skrivas om som
a+b+c=0,
o
(a+b+c)z+(—a+c):17

vilket reducerar till det underbestdmda linjara ekvationssystemet

a+b+c=0,
—a+c=1,

med l0sningarna
_—1-0 1=
a=—, c=—5

Om formeln ar exakt fér de givna funktionerna maste den alltsa vara pa formen

af(xg—h)+bf(zo) + cf(xo + h)
h
_ f@o+h)—flzo—h) bh (f($0—h)—2f($o)+f($o+h)>
2h 2 h? ’

beR.

I uttrycket identifierar vi de kinda andra ordningens approximationerna for f’(z)
och f"(xg). Det ger

af(iﬁo—h)+bf§1fffo)+0f($o+h) F(w0) + O(h2) —
f'(x0) + 0O

bh
i) —_
(zo)

2

(f"(z0) + O(h?))

vilket ar vad vi skulle visa.

Alternativ losning: Lat p(x) vara linjdriseringen av f runt zg, d.v.s.

p(r) = (o) + (2~ w0)f(e0) = () =pla) + 50 — w0 (€),

dar ¢ ligger mellan xg och g + z. Eftersom p(z) ar en linjarkombination av 1 och z
kommer formeln vara exakt &ven for p(z). Vi far, for nagra &1,& € (xg — h, 29 + h),
af(xo —h)+bf(zo) +cf(wo+h) _ ap(zo —h) + bp(xo) + cp(xo + h)

h h
ah® " (&) + ch®f" (&)
2h

(af"(&1) +cf"(€2))

_l’_




for fixt a och ¢. Har utnyttjade vi ocksa att f”(x) ar begransad i en omgivning av
xg. Slutligen har vi p/(zg) = f’(z0), vilket ger det sokta sambandet

af(wo—h)+bf(zo) + cf(wo + h)
h

= f'(zo0) + O(h).



