KTH Matematik

Tentamen del 2
Numeriska berdkningar SF1522
2020-01-10, 08.00-11.00.

Inga hjidlpmedel dr tilldtna (ej heller minirdknare).

Skriv 16sningar med fullstindiga meningar och utforliga motiveringar for att undvika podngavdrag.

Del 2 réttas om del 1 dr godkénd. Max antal podng ar 40.
Betygsgranser: D 8, C 16, B 24 och A 32 poéng.

1. (12p) Om man har tre punkter i (x,y)-planet som inte ligger pé en rét linje sd kan man alltid
anpassa en cirkel som gar exakt igenom punkterna genom att 16sa ekvationssystemet

(xZ_X)2+(yZ_Y)2:R27 i:172737

dér X ar x-koordinaten for cirkelns mittpunkt, Y ar y-koordinaten for cirkelns mittpunkt
och R ar cirkelns radie.

a) (4p) Skriv om ekvationssystemet pa formen
cl+02-xi+03-yi:x§+y,~2, 1 =1,2,3,
s& att systemet kan 16sas som ett linjart ekvationssystem. Vad blir uttrycken for
X, Y och R i denya parametrarna cy, co och ¢37
(Ledning: co =2-X)

b) (4p) Skriv ett Matlab-program som berdknar cirkeln som gar genom de tre punkterna
(x,y) = (3,5), (x,y) = (7,8) och (x,y) = (4,9). Virdena fér koordinaterna for
mittpunkten och radien skall skrivas ut.

¢) (4p) Om man har fler punkter &n tre &r det inte troligt att man kan hitta en cirkel
som gir perfekt igenom samtliga punkter. Skriv ett Matlab-program som med
minstakvadratmetoden anpassar bista mojliga cirkel till de fem punkterna i ta-
bellen nedan.

x| 3|7|4]6]|7
y|5[819]5|5
Viérdena for koordinaterna fér mittpunkten och radien skall skrivas ut.
Losning

a)

Omskrivning av cirkelns ekvation:
(i = X)* + (y; — Y)? = R?
=22 — 22, X + X2+ — 2 Y + V2% = R?
SR> — X?—Y?42X .x; + 2Y -y :x?—{—y?

c1 Cc2 c3



Alltsa far vi

2 2
R= o+ X242 = fe + 253

b) Losning av det linjira systemet
Cl+02'xi+c3'yi:x?+yi27 i:172737

bestdmmer cy, ca, c3, vilket ger oss X, Y, R. Matlab-kod:

x = [3; 7; 41;

y = [5; 8; 91;

A = [ones(3,1) x yl;
b=x."2+y.72;

c = A\b;

disp('Koordinater mittpunkt:')
X =c(2)/2

Y = c(3)/2

disp('Radie:')
R = sqrt(c(1) + (c(2)"2+c(3)"2)/4)

Losningen till detta problem blir samma som i (b)-uppgiften, men skillnaden att matrisen
A &r overbestdmd, och maste 16sas med minstakvadratmetoden:

x = [3; 7; 4; 6; 7];

y = [6; 8; 9; 5; 5];

A = [ones(5,1) x yl;
b=x."2+y.72;

¢ = A\b; % MKM
disp('Koordinater mittpunkt:')
X =c(2)/2

Y = c(3)/2

disp('Radie:')
R = sqrt(c(1) + (c(2)"2+c(3)"2)/4)



2. (14p) En funktion f(x) ar kénd i foljande punkter:

z |-1]1]3][5
fx) [10 [ 14 [ 18 [ 2

a) (1p) Berikna en approximation till f/(2) med hjilp av uttrycket som ér givet i Uppgift
1iDel 1 av denna tentamen, med steglidngder h =1 och h = 3.

b) (6p) Berdkna en forbéttrad approximation till f'(2) med hjilp av Richardsonextrapola-
tion och dina tva approximationer fran foregaende deluppgift.
Obs: Tdnk pa forhallandet mellan steglingderna!

c¢) (4p) Hitta det kubiska polynom p(z) som passerar genom datapunkterna ovan, t.ex.
genom att anvinda Newtons ansats. Berikna p(2).

d) (3p) Beriikna p/(2). Detta viirde &r en approximation till f/(2). Ar det en bittre eller
sdmre approximation dn den som du berdknade i (b)-uppgiften?

Lésning
a) Approximationen ar f'(z) =~ (f(z + h) — f(x — h))/2h. Vi skriver

f2+h)—f2-h)
2h '

f'(2) = D(h) =
For h =1 och h = 3 fas da

D@3) = (f(5) = f(=1))/6 = (=2 -10)/6 = =2,
(FB3) = f(1))/2=(18-14)/2 =2

T
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=
N—
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b) For approximationen géller att (vilket kan ses i den givna formeln) det finns en
konstant c sa att

£'(2) = D(h) + ch* + O(hY).
Med h =1 och h = 3 kan vi da stélla upp systemet

f'(2) = D)+ ¢- 12+ O(hY),
f'(2) = D(3) 4 ¢- 32 + O(hY).

Eliminering av forsta feltermen ger

9f'(2) = £'(2) = 9D(1) — D(3) + O(h"),

éf(?)zw w:@:§:2'5

4 ~
+ O(h*) = 3 g =3

Generell formel for Richardsonextrapolation som kan anvindas &r

R(h) = aP?D(h) — D(ah).

al —1




c¢) Newtons ansats kan se olika ut beroende pa hur punkterna ordnas. En variant ar:
px)=c1+cz+1)+es(z+1)(z—1) 4+ ca(x+1)(x —1)(x — 3)

Inséttning av punktvis data:

p(1)201+02-2:14
=10+c-2=14
=Ccg =2

p(8)=c1+co-4+c3-4-2=18
=04+8+c3-8=18

=c3 =0
1
:>C4:—5

Sa polynomet genom punkterna ar
1
p(x) =10+2(zx+1) — 5(:1; + 1) (z —1)(z — 3).

och

1 20+12+3 35
p(2):10+2-3—§~3'1-(—1):%:?

For att ta fram p’(x) kan man antingen derivera p(z) direkt, eller forst skriva om pa
naiv form och sen differentiera. Vi gor det senare:

1 .
p(z) = 5 (—2® + 32” + 5z + 21)
1
p(z) = 5 (—3x2 + 62 + 5)
vilket ger
, 1 5
P(2)=5(-3-4+6-245) =7 =25

Detta ar samma vérde som vi fick i b-uppgiften, alltsa ar det varken en battre eller sémre
approximation, utan de tva approximationerna ar ekvivalenta.



3. (14p) Givet integralen

1COS7TJI
I(k) = —d. k
)= [ G dn k>0

a) (3p) Berdkna en approximation till 7(0.5) med hjilp av trapetsregeln och 4 lika stora
delintervall.

b) (4p) Formulera en algoritm, girna i form av en Matlab-funktion, som givet virden k
och N beréknar en approximation till 7(k) med hjilp av trapetsregeln och N lika
stora delintervall. Du kan anta att k£ > 0 och att N &r ett heltal.

¢) (7p) Vi vill nu bestdmma k sa att
I(k) = k. (1)

Formulera en algoritm, gérna i form av ett Matlab-program, som givet en start-
gissning for k 16ser ekvationen (1). Din 16sning ska anvinda sig av algoritmen som
du formulerade i (b)-uppgiften, for ett godtyckligt heltalsvirde pa N.

Fér full podng pa uppgift 8 far du inte anvdnda inbyggda Matlab-funktioner for ekva-
tionslésning eller integration.
Lésning
a) Trapetsregelen med h = 0.5 ger z = (—1,—1/2,0,1/2,1). Utvérdera integranden
f(x) = cos(mz) /(2 + k?) i dessa punkter med k = 1/2,

x 1 [aa2]of12] 1
fl@) | —4/5] 0 [4] 0 | —4/5

Trapetsregeln ger

1(0.5) = h(f(=1)/2 4 f(0.5) + f(0) + f(1/2) + f(1)/2)

1 —4440—4
= —(—4/10+4—4/10) = —————
S(=4/10+4 - 4/10) = =
16
=—=16
10

b) Forslag pa Matlab-funktion som léser uppgiften

function I = trapets(k, N)
f = @(x) cos(pi*x)/(x~2+k~2);

h = 2/N;

x = -1:h:1;

I =h/2%x( £(x(1)) + £(xW+1)) );
for i=2:N

I =1+ h*xf(x(i));

end



c) Vi soker en 16sning till problemet

1 COS T

Detta kan l6sas med exempelvis Newtons metod: Givet startgissning ko,

(k)
F'(k)’

ki1 = Ky — n=1,2.3,....

Derivatan F’(k) ges av

L 9k cosma

Fuoz—1+F@g:—1—/;@ﬂ+HWﬁ%

Vi kan berdkna I'(k) med trapetsregeln, t.ex. pd samma sétt som ovan,

function Ip = trapets_prim(k, N)
fp = @(x) -2xk*cos(pi*x)/(x~2+k~2)"2;
h = 2/N;
x = -1:h:1;
Ip = h/2x( fp(x(1)) + fp(x(N+1)) );
for i=2:N
Ip = I + h*fp(x(i));
end
end

Givet en startgissning k0, ett antal intervall N och en tolerans tol kan en Matlabkod
for att 16sa detta problem se ut som foljande:

k = kO;
dk = 1;
while abs(dk)>tol
F = -k + trapets(k, N);
Fp = -1 + trapets_prim(k, N);
dk = -F/Fp;
k = k + dk;
end



