KTH Matematik/Anna Nissen

Tentamen del 1
Numeriska berdakningar SF1522
2019-04-15, 14.00-17.00.

Bonuspoidng. Ange dina bonuspodng fran kursomgangen HT18 hér:

Kontrollskrivning. Ange om du ar godkidnd pa kontrollskrivning HT18 (ja/nej):

Max antal podng dr 20. Gréansen for godkint/betyg E &r 14 podng (inklusive bonuspoéng).
Om du ar godkind pa kontrollskrivningen sé behover du ej gora sista uppgiften, utan den
raknas till full podng. Om denna del av tentamen (del 1) blir godkéind sa réttas éven del 2,
vilket ger mojlighet till hogre betyg.

Inga hjidlpmedel ar tillatna (ej heller minirdknare).
Skriv svaren pa detta papper.

1. (2p)

2. (2p)

Antag att det tar 1 s pa en specifik dator att 16sa ett undertriangulért linjart system med
1000 ekvationer och 1000 obekanta. Hur lang tid (i s) tar det for samma dator att 16sa
ett undertriangulért linjart ekvationssystemen med 5000 ekvationer och 5000 obekanta?

[]5 [ ]15 [ ]50 [ ]125
[]10 25 []75 []500

Losning: Ett triangulért system med n ekvationer och n obekanta kriver n? operationer,
datorn gor da 1000° = 10° operationer per sekund. Att 16sa ett problem med 5000

ekvationer och 5000 obekanta kriver 50002 = 25-10° operationer, dvs det tar 2156%2;‘/’15’ L=
25 s.

Anvind minstakvadrat-metoden for att anpassa funktionen y(z) = & + bz till virdena i
tabellen
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3. (2p)

Vad blir a? (1p) Vad blir b7 (1p)
[]-2 []-2
[]-1 []-1
[]1 []1
[]2 2
[]3 []3
4 []4

Lésning: Vi stéller upp Vandermondematrisen A respektive matrisen A7 A fér norma-
lekvationerna AT Az = ATy, dir 7 = [a, b]7,

} : T & 3
=] 1 —| 16
A 2 21, A"A [ 5 9] } ,
7 4
hogerledet for normalekvationerna blir
11 2 i
Aly=11 2| ]16 | = [ 2 ]
54
T
7 4 5
Utifran ekvationssystemet
21 45
3a+21b =54

far vi genom att subtrahera sju ganger den forsta ekvationen fran den andra att 3a —

54—7.45
7‘%@254—7-%,dvsa:(3_7ﬁf)
16

21 45 24
6 4+3b=7,dvsb= 73 =2.

= 4. Insatt i den forsta ekvationen ger detta

En iterativ metod har anvénts till att 16sa den ickelinjdra ekvationen f(z) = 0. Tabellen
nedan visar felet e vid iteration k.

k 1 2 3 4
er | 0.0420 | 0.00353 | 2.50-107° | 1.24- 1079

Vilken konvergensordning har metoden?
[]1 []3 []5 17
2 [ 14 [ ]6 18

Losning: Vi far ungefiar dubbelt s méanga korrekta decimaler f6r varje iteration, vilket
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4. (2p)

5. (2p)

tyder pa konvergensordning 2, da skulle vi ha exy; = K - e%. For de tva sista vardena

far vi

1.24-1077  12.4.1071

2.

(250 - 105)2 ~ 6.25-10-10

Testa om det stammer for virdena for k = 2, 3:

es~ K- eg~2-0.00353%2 ~2-3.5%-107=2-12.25-107%~ 2.45. 1075,

vilket stdmmer vél 6verens med tabellvirdet for e3. Vi har konvergensordning 2.

En integral har approximerats med en numerisk metod. Tabellen nedan visar felet ep

vid steglédngd h.

h

I
2

I

T

€h

1.5

D el

0.

94

8
0.0059

16
3.66- 104

Vilken noggrannhetsordning har metoden?
[]1 HE
12 4

Losning: Noggrannhetsordningen p kan berdknas genom

Anvand de tva sista vardena

€h

(5
(6

Ch _op.
€h/2
59-1073 60

enj2 | 3.66-104

dvs 2P =~ 16, sa att p = 4.

7
8

Anvand linjar interpolation applicerat pa métdata i tabellen

X

-1

0

y

1.20

1.40

a) (1p) Vad blir y(-0.8) med linjér interpolation?

[]1.22 1.24

[]

1.26

[]1

.28

[]1.30

[]1.32

[]1.34

Med tva ytterligare punkter enligt figuren nedan kan ett kubiskt polynom interpoleras

till data.

b) (1p) y(-0.8) fran kubisk interpolation antar ett virde som jamfort med véirdet fran

linjar interpolation &r
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Personnr:..............c.ooo
4 T
*
35"
3 *
2.5
>
ol
15" )
*
1 +
0.5 -
25 2 45 4 05 0 05 1 15
X
[ ] hogre lagre [ ] samma virde [ ] gér inte att siga
Losning:

a) Med linjar interpolation har vi ansatsen y(x) = ax + b. Sétt in vérdena i tabellen,
dessa ska uppfyllas exakt vid interpolation

y(—=1)=a-(—1) 4+ b= 1.20,
y(0) =b =140, a=>b—1.20=0.2
Vi far y(—0.8) = 0.2+ (—0.8) + 1.40 = —0.16 + 1.40 = 1.24.

b) Med fyra véirden far vi vid interpolation ett tredjegradspolynom och mellan z = —1
och z = 0 kommer tredjegradspolynomet ga under den linjara approximationen
mellan punkterna. Virdet for y(—0.8) fran det kubiska polynomet kommer darfor
att anta ett virde under vardet fran linjar interpolation.

6. (2p) Ekvationen f(x) = cos(0.52) —x++/x har en rot «* som ligger mellan 1.5 och 2. Villkoret
for att fixpunktsiterationen z,4; = cos(0.5x,) + \/Z, ska konvergera mot roten (givet
tillréckligt bra startgissning) &r

[ ]]cos(0.52*) — z* + Vx*| < 1 [ ]]—sin(0.52%) — 2+ 1/Va*| < 2
[ ]]cos(0.52*) — z* + Vx*| > 1 [ ]]—sin(0.52%) — 2+ 1/vz*| > 2
[ ]]cos(0.52*) + vVa*| < 1 | —sin(0.52*) + 1/vx*| < 2
[ ]]cos(0.52*) + va*| > 1 [ ]]—sin(0.52%) +1/Vz*| > 2

Lo6sning: Villkoret for konvergens for en fixpunktsiteration z,41 = g(x,), n =0,1---

till en rot z* ges av |¢/(z*)| < 1. Vi deriverar g(z) = cos(0.5z) + /x vilket ger
g () = —0.5sin(0.5z) + 0.5/y/z. Villkoret blir | — 0.5sin(0.5z*) + 0.5/vx*| < 1, el-
ler | —sin(0.52*) + 1/va*| < 2.
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7. (2p) Ett steg med Newton-Raphsons metod applicerat pa ekvationen 3

startgissninge xg = 1 blir

[1-2/3 v]1/3 [ ]5/6 [13/2
[]-5/6 [12/3 []6/5 L1
Losning: Ett steg med Newton-Raphsons metod ges av
S (z0)
T, = X0 — ,

dir f(z) = 23 —cos(rx) = 0, f'(x) = 322+ msin(rx). Vi far med xg = 1 f(xg) = f(1)

1 —cos(m) =2, f'(xo) = f'(1) = 3 + wsin(n) = 3, vilket ger
f(CL‘o) -1 2 . 1

P ) 3T

1=
8. (2p) Trapetsregeln applicerad pé integralen

3
[3lffﬂ%
med steglingd h = 2 ger resultatet
[ ]6/5 [ ]11/5 [ ]16/5 [ ]24/5
[]8/5 []12/5 v]22/5 []33/5

Losning: Trapetsregeln med h = 2 applicerat pa

/ Z F()da,

med f(z) = H% blir

— cos(mx) = 0 med

(1)

(2)

S 200 +270) 4 1) = 3 (g + 2

9. (2p) Foljande MATLAB-kod &r en implementering av en numerisk metod, vilken?

a=2; b=b; c=1; d=2; e=2;
while a<b;
a=a+c;
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d=a"2;

e=e+d;
end;
e=e-d/2;
f=c*e

D Fixpunktsiteration D Linjar interpolation
Trapetsregeln [ ] Kvadratisk interpolation
[ ] Sekantmetoden [ ] Newton-Raphsons metod
[ ]| Bisektionsmetoden [ ] Minstakvadrat-metoden

Losning: Koden applicerar trapetsregeln pa integralen

5
/l’2dSL’.
2
2 f©@

a,b ar integralgrinserna, c dr steglingden som ér 1, d dr % = 5~ och e summerar
termerna @, f(3), f(4), @ Slutligen skalas summan i e med steglingden i c.

10. (2p) (Denna uppgift behover du ej gora om du klarat kontrollskrivningen i MATLAB.)
Funktionen nedan &r given.

function y = fkn( x1, x2 )
A=[20;021];
v=1[zx1;x2];

for k=0:1
if (x2 < x1)
V=A%V ;
end
end
y = v(2);
end

Resultatet av anropet fkn(1, -1) blir
[]-2 A []o []8
[ ]4 []-8 [ ]16 [ ]-1

Losning: Med anropet fkn(1, -1) sétts v till [1, —1]. Forsta varvet i for-slingan néar
k =0 har vix2 < x1 uppfyllt d4 —1 &r mindre &n 1 och v sédtts till [2, —2]. Andra varvet
i for-slingan nér k£ = 1 har vi fortfarande x2 < x1 uppfyllt (dessa variabler har inte
fordandrats) och v sétts till [4, —4]. y tilldelas virdet —4 och &r utdata till funktionen,
dvs resultatet av anropet.



