KTH Matematik/Anna Nissen

Tentamen del 2
Numeriska beridkningar SF1522
2019-04-15, 14.00-17.00.

Inga hjdlpmedel ar tillatna (ej heller minirdknare).

Skriv 16sningar med fullstdndiga meningar och utfoérliga motiveringar for att undvika poéngavdrag.
Del 2 rattas om del 1 &r godkénd. Max antal podng ar 40.
Betygsgranser: D 8, C 16, B 24 och A 32 poéng.

1. (5p) Betrakta ekvationssystemen Az = b och A(z + Az) = b+ Ab, déir z, Az, b, Ab € R2.
a1
0 as

a2

Antag att A = [ } , och att man vill maximera kvoten 2L, dar a1 > as.

Antag ocksa att den maximala relativa storningen ||Ab||oo /||| dr 1075,

a) (2p) Om ag = 10, a; = 1000, vad blir det relativa felet ||Ax| oo/ ||Z|loo?

b) (3p) Antag att man vill att det relativa felet ||Ax|lo/||%|lc0c maximalt ska anta vérdet
1073, Hur stor kan kvoten Z—; maximalt vara for att det relativa felet ska vara inom
den 6nskade felgriansen?

Losning: Det relativa felet uppfyller enligt felforstarkningsformeln

[AZ] 00 [|AD]| oo

241 = bl

ond(A)

dir cond(A)so = [|A]lcol]A™ | 0-
1

= 0
Da A dr en diagonalmatris ges inversen till A av A~ = [ a01 1 ] . Eftersom att a; > as

a2

blir ||Al|ce = a1 och ||A7 oo = é, dvs cond(A4) = %,

a2

a) Om az = 10, a1 = 1000 blir cond(A)se = 5 = 1000 = 100. Det relativa felet dr

begrénsat av

1Az |0

<100-1078 =107,
2] 0o

b) Vi soker maximala kvoten ¢l dér

1073 < & 1078,
an

Detta géller for Z—; < 10, dvs kvoten Z—; kan maximalt vara 10°.

2. (13p) Givet en tabell med fem métvarden



a) (4p) Antag att du vill uppskatta det maximala virdet for y genom att interpolera ett
kvadratiskt polynom. Beskriv i ord hur du kan anvéinda data i tabellen for att gora

b) (4p) Skriv ett MATLAB-program som bestdmmer ett interpolationspolynom som gar
igenom samtliga punkter. Programmet ska dven plotta polynomet och matvardena

c¢) (5p) Utoka programmet s& att det d&ven bestdmmer integralen av interpolationspolyno-
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detta.

i samma figur.

met mellan £ = 2.3 och x = 5.8.

Losning:

a) Ett kvadratiskt polynom interpoleras med tre datapunkter. Det maximala vardet
ligger mellan x = 3 och z = 5, anvédnd darfor de tre mittersta punkterna. Efter att
det kvadratiska polynomet y(z) har tagits fram kan vi derivera y(x), maxvérdet
for y fas da fran y/'(z) = 0, dvs om z* ger att y/(2*) = 0 ges maxvéardet av y(x*).

Forslag pA MATLAB-program:
x=1[23456¢6]";
y=1[1.21.51.61.41.1]";
A=[x."0xx."2 x.73 x.74];

pol = A\y;
xval = linspace(2,6);

pval=pol (1)+pol(2)*xval+pol(3)*xval. 2+pol(4)*xval. 3+pol(5)*xval. 4;

figure
plot(x,y,'*")

hold on
plot(xval,pval,'r')

Det gar att anvénda en inbyggd integrallésare i MATLAB, koden blir da

x=1[23456¢6]";
y = [1.21.51.6 1.4 1.1]";
A=[x."0xx.72 x.73 x.74];

pol = A\y;

xval = linspace(2,6);

pval=pol(1)+pol(2)*xval+pol(3)*xval. 2+pol(4)*xval. 3+pol(5)*xval. 4;

figure
plot(x,y,'*')

hold on
plot(xval,pval,'r')




px = @(x) pol(1)+pol(2)*x+pol(3)*x. 2+pol(4)*x. 3+pol(5)*x."4;

I = integral(px,2.3,5.8);

Alternativt kan man anvénda t ex Trapetsregeln med en liten steglingd, om vi tar
h fran den finférdelade kurvan som plottas blir koden:

x=[23456]"';
y=1[1.2151.61.41.1]";
A=[x."0xx.72 x.73 x.74];
pol = A\y;

xval = linspace(2,6);
pval=pol(1)+pol(2)*xval+pol(3)*xval. 2+pol(4)*xval. 3+pol(5)*xval. 4;

figure
plot(x,y,'*")

hold on
plot(xval,pval,'r')

Th = h/2*(pval(l) + pval(end)) + h*sum(pval(2:end-1));

3. (9p) Vi vill givet data i tabellen

anpassa en funktion av typen

ax
= 1 .
y(x) = kx ( 1 m bx)

a) (4p) Antag att a = b = 0. Anvénd alla métvirden i tabellen och bestdm parametern k
med minstakvadrat-metoden.

b) (5p) Antag nu att bara b = 0. Anvénd alla métvérden i tabellen och bestdm paramet-
rarna k och a med minstakvadrat-metoden.

Losning:

a) Med @ = b = 0 far vi ansatsen y(x) = kx, dvs en parameter att bestdmma.
Vandermondematrisen respektive matrisen A7 A (som blir en skaldr) for norma-
lekvationerna AT Ak = ATy blir

0
A=1|11|, ATA=5,
2
hogerledet for normalekvationerna blir
0771
ATy =11 2 | =12,
2 5



vilket ger k = % = %

b) Med b = 0 far vi ansatsen y(z) = kax+kax?. Lat 8 = ka si har vi y(z) = ka+Bz2. Vi
stéller upp Vandermondematrisen respektive matrisen A7 A for normalekvationerna
AT Az = ATy, dar 7 = [k, B]7,

00
A=1]1 1|, ATA:[S 197],
2 4

hogerledet for normalekvationerna blir

1
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Utifran ekvationssystemet

5k +98 = 12
9k + 1783 = 22

far vi genom att subtrahera den forsta ekvationen fran den andra att 4k 4+ 85 = 10,
dvs k = #. Insatt i den forsta ekvationen ger detta 5 (#) + 98 = 12, dvs

B = %, vilket ger k = % Vi bestdmmer a = 8/k = %

4. (13p) Betrakta foljande ekvation
2T
f(s) = / cos(m + sx)dz — s. (1)

a) (bp) Ta ett steg med Newton-Raphsons metod applicerat pa f(s) = 0, med startgiss-
ningen sp = 0. Vad blir ;7

b) (8p) Antag nu att du vill applicera Newton-Raphsons metod med en startgissning sg #
0. Ersiitt f(s) med f(s), dér integralen har ersatts med en approximation med
trapetsregeln med h = 7 i f(s), dvs f(s) = Tz [cos(m + sx))2™ — s, dir Tj,[g(s)]°

approximerar integralen ff g(s)dxr med trapetsregeln och steglingd h. Formulera

Newton-Raphsons metod for f(s) = 0 och berdkna s; givet att sop = 1.
Losning:

a) Newton-Raphsons metod med s som obekant ges av
f(si)

f'(si)’
For ett steg med sg = 0 behover vi f(sg) och f/(sg):

Si+1 = S — i:(),l--~

2w

2m
f(so) = f(0) = / cos(m+0-z)dxr — 0= cos(w)/ lde = -1 (27 —7) = —,

™

27 27
f'(s) = / —zsin(r+s-z)dr —1, sdatt f'(so) = f(0) = / —zsin(r+0-z)der — 1 =

27
—azsin(ﬂ')/ dr—1=0—-1=-1.



Vi far att

~ f(s0) _ T
0 f’(So)_O -1

1 =S8

b) Vi staller forst upp f(s) med trapetsregeln for integralen (1) med steglingd h = 5

f(s) =Tz |cos(m + sz)2T — 5 = Z [cos(w +s-7) + 2cos <7r +s- 3;) + cos(m + s - 27r)} —s.

D4 har vi

f'(s) = % [—ﬂsin(ﬂ—i—s-ﬂ) — 3msin <7r+s-327r> —27rsin(7r+s-27r)] — 1.

Med sg = 1 far vi

flso) = F) =T [005(27r) + 2008 (Z”) + cos(37r)] S1=T20-) 1=,

f(s0) = f'(1) = % [—Wsin(Qw) — 3msin (52”) —or sin(SW)] —1= %(0 —3r—0)—1=

372
- —+1
(7 1),

och

£(s0) -1 37°+4-4 377
’(s0) _<¥+1) © 3m2+4 3m244




