KTH Matematik/Anna Nissen

Tentamen del 2
Numeriska berdakningar SF1522
2019-01-10, 8.00-11.00.

Inga hjdlpmedel ar tillatna (ej heller minirdknare).

Skriv 16sningar med fullstdndiga meningar och utférliga motiveringar for att undvika poéngavdrag.

Del 2 rattas om del 1 dr godkdnd. Max antal podng &r 40.
Betygsgranser: D 8, C 16, B 24 och A 32 poéng.

1. (15p) En metod har anvéints for numerisk integrering av en integral. Resultaten F'(h) for olika
steglingder h (angivna med tre korrekta decimaler) och stegliangderna finns i tabell 1.

F(h) 19.392 19.248 19.212 19.203
Stegldngd h 0.4 0.2 0.1 0.05

Tabell 1: Beréknade véirden av integralen F'(h) for olika stegléngder h.

Anviand tabellvirdena i tabell 1 fér att berdkna noggrannhetsordningen fér meto-
den.

Anvénd tabellvirdena i tabell 1 for att géra en sd noggrann skattning som méjligt
med ett stegs Richardsonextrapolation.

Antag nu att du har tvad numeriska resultat fran en metod fér numerisk integre-
ring, F'(h) och F(h/a), dir a &r ett heltal, @ > 0 och a # 2. Med stegléngd h
approximerar metoden integralen

b
1= [ fys
a
sa att det gar att uttrycka den exakta integralen som
I = F(h) + thp —+ thq,

dér ¢ > p. Anvénd F'(h) och F(h/a) for att ta fram en formel som ger en numerisk
approximation av I med noggrannhetsordning q.

Losning:
a) Felen i appoximationerna kan uppskattas som
Ep = |F(h) = F(h/2)],

Anvind de tre mest noggranna approximationerna for att skatta tva fel

Ep—o.2 = |19.248 — 19.212| = 0.036,
Ep—o.1 = [19.212 — 19.203| = 0.009.



Noggrannhetsordningen p kan uppskattas genom

Ep—0.1
dvs
0.036 _4_op
0.09 ’

detta ger noggrannhetsordningen p = 2.
Richardsonextrapolation for metod med noggrannhetsordning p:

2F(h/2) — F(h)
20 — 1 ’

Ry =

En sa noggrann skattning som mojligt med ett stegs Richardextrapolation fas
genom att anvinda véarden fér h = 0.1 och h = 0.05. Med p = 2 fra vi

22.19.203 — 19.212 _76.812—-19.212  57.6

= = = = 19.2.
Bnz 22 1 3 3 !
Vi har att F'(h) och F(h/a) &r kinda, samt att
I =F(h)+ K1h? + Koht.
Det gar dven uttrycka I som
h\P h\? Kih?  Kohi
I =F(h/a)+ K <a> + K> <a> = F(h/a)+ p + prat

Genom att kombinera de tva uttrycken for I kan vi ta fram en formel som ger
en numerisk approximation med noggrannhetsordning q. Med

F(h) =1 — K{h? — K>hY,
Kih?  Kyht
- ) (1)

aP al

F(h/a)=1—
far vi
P F(hja) — F(h) = a’T — KyhP — thqZ—Z LT KR A KR =
(@’ — 1)1 + (1 — a? — q) K2h?.
Detta ger slutligen att

aPF(h/a) — F(h) (1—aP —q)
=T+ Y pa
ab — 1 A— 20

dr den formel vi soker. Notera att for ¢ = 2 far vi den vanliga formen for
Richardsonextrapolation. Detta &r alltsa en generaliserad form av Richard-
sonextrapolation.
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Tabell 2: Antal meter 6ver marken y(¢) som funktion av tiden ¢.
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Figur 1: Antal meter 6ver marken y(¢) som funktion av tiden ¢.

2. (15p) Under jullovet har en teknolog hoppat bungyjump. Nyfiken som hon &r har hon métt upp
hur manga meter 6ver marken hon ar under 20 sekunder av hoppet. En del av virdena
redovisas i tabell 2 nedan. Samtliga viarden redovisas i figur 1 ddr &ven streckade linjer
mellan méatpunkterna plottats for okad tydlighet.

Lat oss anta att h6jden 6ver marken kan beskrivas med foljande funktion

y=a-+b-sin(w-t+ ). (2)

Du ska nu anvinda minstakvadrat-metoden for att pa tva olika sétt skatta bra véirden
pa nagra av parametrarna i funktion (2).

a) (4p)

b) (5p)

Beridkna viarden pa a och b med minstakvadrat-metoden under antagandet att w
och ¢ bada &r exakt m/2. For att forenkla rakningarna nu under tentan skall du
bara rékna med de forsta fem méatpunkterna.

En nérmare undersdkning av de 21 méatdata visar att vardet pa w &r ndrmare 1.5
an /2. Formulera om problemet si att minstakvadrat-metoden kan anvindas for
att bestdmma alla tre parametrarna a, b och ¢ om man far anta att w = 1.5. Ange
matrisen, hogerledet och parametervektorn med obekanta for detta linjdara system
for de fem forsta métpunkterna. (Du behover alltsa inte berdkna a, b och ¢ hér
utan enbart stilla upp problemet.)

Tips: sin(a + ) = sin(a) - cos(B) + cos(a) - sin(fB)

Skriv ett MATLAB-program som berédknar de tre parametrarna a, b och ¢ enligt
b)-uppgiften. Programmet ska ocksé rita upp den berdknade funktionen (2) samt



markera métpunkterna i samma figur. (Du behover inte skriva in alla de 21 mét-
vardena, eftersom vissa virden fattas i tabellen ovan, bara visa var de kommer in
i programmet.)

Losning:

a) Bestdm a och b med minstakvadrat-metoden givet att w = ¢ = w/2. Vi far ekva-
tionerna

a—i—b-sin(g- Z—i—g) =y, +=1,2,3,4,5,

vilket pa systemform blir

1 sin(%-0+ %) 16
1 sin(§-1+73) a 10
1 sin(§-2+7%) [b]: 7,
1 sin(§5-3+7) 10
1 sin(§-4+7%) 17
dvs

1 1 16

1 10

1 -1 [ ) } =7

1 0 |« , 10

1 1 c 17

\T—/ \‘;—/

Normalekvationerna AT Ac = ATy blir

e llE] =] ©

Losning av normalekvationerna (3) ger a = 11, b = 5.

b) Givet att w = 1.5, formulera ett linjart ekvationssystem for att bestdmma a, b och
¢. Vi har ekvationen

tb-si (W t+7r)
:a -Sln —_— JR—
y > 5)

och skriver om denna med den trigonometriska formeln i tipset, med a = 1.5,
8 = ¢. Detta ger

y=a-+b-sin <gt) -cos(¢) + b - cos (gt) -sin(@).
Nu kan vi stélla upp det linjara ekvationssystemet for ekvationerna

a-+b-sin (g ~ti) -cos(¢p) + b - cos (g . ti> -sin(¢p) =y, 1=1,2,3,4,5. (4)



Detta ger

1 sin(1.5-0) cos(1.5-0) 16

1 sin(1.5-1) cos(1.5-1) a 10

1 sin(1.5-2) cos(1.5-2) b-cos(¢) | =1 7 |,

1 sin(1.5-3) cos(1.5-3) b-sin(¢) 10

1 sin(1.5-4) cos(1.5-4) W 17
matris hogerled

c¢) Forslag pa MATLAB-kod:

t
y

[0:20]"';
[16 10 7 10 17 ... 15]';

omega = 1.5;
N = 21; % Antal punkter

% Sdtt upp systemmatris i linjart ekvationssystem
A = [ones(N,1) sin(omega*t) cos(omegaxt)];

% Los med minstakvadratmetoden

= A\y;

O

a=c(l);
% c(2) &r bxcos(phi), c(3) &r b*sin(phi)

tvec = linspace(t(1),t(end),101);
% Utvdrdera den linjariserade modellen i punkterna i tvec
yvec = a + sin(omegaxtvec)*c(2) + cos(omegaxtvec)*c(3);

figure
plot(tvec,yvec)
hold on
plot(t,y, 'k:*x')

3. (10p) Du har fatt i uppgift att konstruera ett kupoltilt som (nagot idealiserat) har formen av
ett sfariskt segment, dvs det omrade av en sfar som ligger ovanfor ett plant snitt genom
sfaren. Volymen V for ett sfariskt segment ges av

h2m

V:T(Sr—h), (5)

dér r &r radien pa sfiren och h &r héjden pa det sfariska segmentet.

Enligt specifikationer ska radien pa sfiaren vara 1.5 meter och téltets volym ska vara 3
kubikmeter. Din uppgift ar att bestimma hojden h sa att specifikationerna &r uppfyllda.

a) (bp) Formulera problemet s& att det gar att 16sa med en lamplig numerisk metod. For-
mulera dven metoden och definiera de steg som behévs for att bestdmma héjden
h. Val av metod ska motiveras.



a) (5p)

Skriv ett MATLAB-program som bestdmmer héjden h med den metod du foreslagit
i a)-uppgiften. Resultatet ska ha minst tva korrekta decimaler.

Losning:

2)

Vill bestdmma hojden h givet

h2
vV =""(3r—h),
3
dir V =3 m? och 7 = 1.5 m. En limplig metod for att bestimma hojden h &r en
numerisk metod for att 16sa icke-linjéra ekvationer, t ex Newton Raphsons metod.
Newton Raphsons metod konvergerar snabbt om startgissning &ar vald tillréckligt
2
nédra den sokta roten (och roten &ar av enkel multiplicitet). Sétt %(37" —h) =3,
och fomulera om problemet med r = 1.5 pa formen f(h) = 0:
B h2m 3h2m  R3w

f(h) = (a5 —h) =3 =

2 3
Vi behover dven derivatan

f(h) = 3wh — 7h?.
Newton Raphsons metod ges av

hiH:hi—M i=0,1,2...

f'(hi)’

och en lamplig startgissning hg, tillrackligt ndra den sokta roten. Med hg = 1 far
vitex V =72(45-1)~ 21.35= 1099 ~ 366, vilket ligger relativt nira det
sOkta virdet pa volymen V = 3 och far anses vara en tillrdckligt god startgissning.
Kommentar: Andra mdjliga metoder ar bisektionsmetoden och fixpunktsitera-
tion. For fixpunktsiteration bor man kommentera pé att villkoret |¢'(z)| < 1 be-
hover vara uppfyllt for konvergens och for bisektionsmetoden att man behover ett
startintervall déar roten finns innesluten.

Forslag pA MATLAB-kod:
% Definiera givna konstanter

r =1.5;
V = 3;

% Definiera funktion f(h)=0 och dess derivata f'(h)
f = @(h) h."2*pi/3*(3*r - h) -V,

fp = @(h) 3*pixh-pixh~2;

% Startgissning

h=1;

% Tolerens for tvad korrekta decimaler



tol = 0.5%10°(-2);

% Iterera Newton Raphsons metod
while abs(dh) > tol

dh = £(h)/fp(h);
h =h - dh;

end



