KTH Matematik/Anna Nissen

Tentamen del 1
Numeriska berdkningar SF1522
2019-01-10, 8.00-11.00.

Bonuspoing. Ange dina bonuspodng fran kursomgéngen HT18 hér:

Kontrollskrivning. Ange om du &r godkind pa kontrollskrivning (ja/nej):

Max antal podng dr 20. Gransen for godkint/betyg E ar 14 podng (inklusive bonuspoing).
Om du ar godkénd pa kontrollskrivningen s& behover du ej gora sista uppgiften, utan den
riknas till full podng. Om denna del av tentamen (del 1) blir godkéind sa réttas dven del 2,
vilket ger méjlighet till hogre betyg.

Inga hjdlpmedel ar tillatna (ej heller minirdknare).
Skriv svaren pa detta papper.

1. (2p)

2. (2p)

Ekvationen 2® — (cos(3x))*> = 0 har ett nollstille i intervallet [0.1 0.6]. Hur manga
iterationer behovs med bisektionsmetodern for att felet i den numeriska approximationen
till nollstéllet ska vara mindre dn 0.017
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Losning: For ett intervall [a  b] och n iterationer med bisektionsmetoden uppfyller felet
€n

b—a

engw

Vi séker n sé att %0=01 < 0.01, dvs 5z < 0.01 = 135 D& 26 = 64 och 27 = 128 far vi
att m 4+ 2 = 7 och saledes n = 5.

Foljande MATLAB-kod &r en implementering av en numerisk metod, vilken?
a = [2; 3; 5];
b=1[111; 931; 255 1];
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Personnr:.........c.ccocooiiii
c = b\a;
d = polyval(c,linspace(b(1,2),b(3,2)));
[ ] Newtons metod [ ] Linjdr interpolation
[ | Trapetsregeln Kvadratisk interpolation
[ | LU-faktorisering [ ] Kubisk interpolation
[ ] Fixpunktsiteration [ | Minstakvadrat-metoden

Losning: Koden stéller upp det linjara ekvationssystemet

1 11 1 2
9 3 1 e | =131, (1)
25 5 1 c3 5

och l6ser detta system. Sedan evalueras polynomet med koefficienterna i c-vektorn i
punkter pa intervallet [1  5]. D& vi har lika ménga ekvationer som obekanta (kvadratisk
systemmatris) dr detta interpolation. Fran systemmatrisen kan ses att polynomet &r
p(z) = c12? + cax + e3 och interpolationspunkterna &r (1,2), (3,3) och (5,5). Det &r
alltsa kvadratisk interpolation (interpolation med andragradspolynom).

3. (2p) Ekvationen 22 = 23 +2 har en rot x = —1. Vilken av formlerna nedan &r den limpligaste
formen for att bestdmma denna rot noggrannt?

[ #nt1 =—/ai +2 D$n+1:i(2+$if4$n)

[Jant1 =23 —a2 +2 Dxn+1:—5—10(x%—x%—50xn+2)
Dxn—i-l:%(xi_x%‘i‘xn‘f‘” xn+1:—%(aﬁi—x%—%{)mn+2)
o = (@ +2)'/ [Jans =23, —af + 2 +2

Losning: De fixpunktsiterationer som #r relevanta uppfyller ekvationen z? = 3 4 2,
detta galler for formlerna

Tp41 = — x% +2= gl(xn)y
9 50
Tp4+1 = —%(1'2 - l‘% - gxn + 2) = 92($n),
1 3 2
o1 = =5 (@ = @ = 5020 +2) = g3(2),

Tpil = xi — :B?L + 2 + 2 = gg(xy). (2)
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Den lampligaste formeln dr den med snabbast konvergenshastighet. Fér konvergens be-
hovs att for zp,41 = g(xy) ar |¢'(z)| < 1 for & = —1, ju mindre |¢’(—1)| desto snabbare
konvergens. For att studerna konvergenshastigheten ser vi for vilken formel |¢'(—1)]
antar minst vérde. Vi far

322 3

/

= — _1 — —

91(2) = =3 o 91 (=1)[ =3,
9 50 1

/ _ 3 2 _ 2 7 / _1 _

1
g5(2) = =55 (32" = 22 = 50), |gs(=1)| = 1

di(x) =327 =20 +1, |g4(-1)|=

Formlerna ga(x) och g3(z) dr de som konvergerar och go(x) konvergerar snabbast.

4. (2p) Trapetsregeln med tre lika stora delintervall applicerat pa integralen

[ (o ()" e

ger approximationen
[13/4 [13/2 []7/2 M
1 V] 7/4 [n/2 []9n/8

Losning: Trapetsregeln med tre lika lika stora delintervall, dvs h = % =1, ger

e (i (2)) o2 o (52 2 (o () s (552
(o (@) e () 0en)

5. (2p) Anviind minstakvadrat-metoden for att anpassa polynomet y(x) = a + bx? till virdena
i tabellen




N AT o

6. (2p)

Vad blir a? (1p) Vad blir b? (1p)
[]1 []1
[]2 [v]2
[]3 3
[v]4 []4
[ ]5 []5
[ ]6 [ ]6

Losning: Med ekvationerna y; = a + b:c?, for i = 1,2, 3 och data fran tabellen far vi det

Overbestdmda linjéra ekvationssystemet

1 1], 7
11 [b]: 5 1. (3)
1 4 12
Cc
A y

Normalekvationerna AT Ac = ATy blir

on][b)=[w] g

Losning av normalekvationerna ger a = 4, b = 2.

Du vill hitta skirningspunkten mellan kurvorna h(z) = 223 och y(z) = /z. Ett steg
med Newton-Raphsons metod tillimpat pa detta problem med f(x) = h(x) — y(z) =0
och startgissningen x = 1, ger att approximationen av skiarningspunkten ar

[ ]4/9 [ ]2/3 []5/6 [ ]4/3
[15/9 v]9/11 []6/5 [ ]3/2

Loésning: Vi har f(z) = 223 —/z = 0 och f/(z) = 622 — ﬁ Newton-Raphsons metod
ges av

f(xi)

S 01,2,
f'(;)

Tit1 = Ti —
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Efter ett steg med startgissningen xg = 1 far vi resultatet

23 — \/To 2-1 2
1’1:$0—f/($0):1‘0—§710:1— 1:1_7:7'
J'(xo) 605 — 5/ 6—1 11

7. (2p) Anvind kvadratisk interpolation applicerat pa métdata i tabellen

t [ 102 | 104 | 106
v| 3 | 9 | 23

Vad blir y(103)? (1p) Vad blir y(105)? (1p)
[]4 []14
5 15
6 []16
7 17
8 []18

Losning: Anvand Newtons ansats med ett andragradspolynom, ansatsen blir y(x) =
c1 + ca(x — 102) + c3(x — 102)(z — 104). Koeflicienterna ci, ca, c3 bestdmmes sa att
interpolationspunkterna antar y-virdena i tabellen for motsvarande x-vérden:

y(102) = ¢1 + 2(102 — 102) + ¢3(102 — 102)(102 — 104) = ¢; = 3,

y(104) = ¢1 + ¢2(104 — 102) + c3(104 — 102)(104 — 104) = c1 +2c2 =3+ 22 =9, ¢ = 3,
y(106) = c; + ¢2(106 — 102) + ¢3(106 — 102)(106 — 104) = ¢1 + 4cp + 8cs
=3+4+1248c5=23, c3=1,

dvs y(x) =3+ 3(x — 102) + (x — 102)(xz — 104). Utifran detta far vi att

y(103) =343 +1-(—1) =5,
y(105) =3+ 9 + 3 = 15.

8. (2p) Betrakta ekvationssystemen Az = b och A(x 4+ Az) = b+ Ab, déir x, Az, b, Ab € R?.

Antag att A = { %1

Man vill att det relativa felet |Ax|oo/||7|lc maximalt ska anta viirdet 1075 och att

0 . . ..
, och att man vill maximera kvoten Z—;, dar aq > ao.
a2
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den maximala relativa stérningen ||Ab|loo/||bllsc ir 1077. Vilka viirden pa a; och ap
maximerar kvoten Z—; och ger ett relativt fel inom den 6nskade felgransen?

[ Ja1=5,a0=1 [ Jag=5-10% a3 =1
a1:50,a2:1 Da1=5'105,a2:1
[ a1 =500,a2 =1 [ Ja1=5-10%a3 =1
[ Ja1 =5000,as =1 [ Jag=5-10"a3 =1

Losning: Det relativa felet uppfyller enligt felforstarkningsformeln

[AZ]oo [|AD]|oq

[E41 = bl

< cond(A)

dir cond(A)s = || Also||A7 |oo. Da A &r en diagonalmatris ges inversen till A av A~! =
1
= 0

[ 58 1 ] Eftersom att a; > ag blir ||Al|oc = a1 och [[A7Y|o = é, dvs cond(A4)s =

az
2L Vi s6ker maximala kvoten 71 dér
2 az
a

107°<=.10"".
az

Detta giller for a; = 50 och as = 1.

9. (2p) Gausseliminering for ett linjart ekvationssystem Az = b med 100 obekanta tar 1 s
pa en specifik dator. Hur lang tid (i s) tar det for samma dator att 16sa ett linjart
ekvationssystemen med 10000 obekanta?

[]10 (] 1000 [ ]10° []107
[]100 []10000 106 []108

Losning: Gausseliminering for ett linjart ekvationssystem med n obekanta kostar unge-
fir n? aritmetiska operationer. Det tar 1 s med n = 100, dvs 100% = 10° operationer tar
1 s, sa att en aritmetisk operation tar 1076 s. Ett system med 10000 obekanta kostar ca
(10%)3 = 10'2 operationer och tidsatgangen blir 1012 - 1076 = 106 s.

10. (2p) (Denna uppgift behover du ej géra om du klarat kontrollskrivningen i MATLAB.)
Du vill skriva en funktion som beréknar den geometriska summan

Sp = a+ ak + ak® + ak® + -+ ak" !, (5)

givet vardena pa a, k, och n. Utdata ska vara S. Foljande rader Matlabkod &r givna:
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Personnr:...............coooooiiiiii
(1) function S = summa(a,k)
(2) function S = summa(a,k,n)
(3) s =0;
(4) S = a;
(5) for i=1:n-1
(6) for i=1:n
(7) S =8 + a*xk™i;
(8) end
(9) end

Fran raderna (1)-(9), vdlj ut de rader som behdvs och ordna dem till en fungerade
funktion som berdknar summan i ekvation (5).

Radordning:
[1(1).(3),(5),(7).(8),(9)
[11(2),(3),(5),(7).(8),(9)
[1(1).(4),(5),(7).(8).(9)
(2),(4),(5),(7),(8),(9)

Losning;:

o For att berdkna den geometriska summan behéver a, & och n vara kidnda fran
indata, funktionshuvudet ges darfor av rad (2) som ar forsta raden.

o for-slingan borjar pa ¢ = 1, vilket gor att den forsta termen som laggs till i summan
ar a - k. Summan bor darfor starta med att sitta S = a, dvs rad (4) &r den andra
raden.

o For att den sista termen i summan ska bli a - k"' behéver for-slingan ga till n — 1,
dvs rad (5) ar den tredje raden.

o Alla alternativ anger raderna (7),(8) och (9) som avlutande rader. Rad (7) summe-
rar termerna i summan, rad (8) avslutar for-slingan och rad (9) avslutar funktionen.

Hela funktionen blir

function S = summa(a,k,n)
S = a;
for i=1:n-1

S =S + axk™i;
end

end



