KTH Matematik/Anna Nissen

Tentamen del 1
Numeriska berdkningar SF1522
2018-04-03, 14.00-17.00.

Bonuspoing. Ange dina bonuspodng fran kursomgéngen HT17 hér:
Kontrollskrivning. Ange om du &r godkind pa kontrollskrivning HT'17 (ja/nej):

Max antal podng dr 20. Gransen for godkint/betyg E ar 14 podng (inklusive bonuspoing).
Om du &r godkénd pa kontrollskrivningen HT17 sa behover du ej gora sista uppgiften, utan
den réknas till full poang. Om denna del av tentamen (del 1) blir godkénd sa rittas dven del
2, vilket ger mojlighet till hogre betyg.

Inga hjdlpmedel ar tillatna (ej heller minirdknare).
Skriv svaren pa detta papper.

1. (2p) Fixpunktsiterationenen x; 11 = g(x;), i =0,1,2,... med
—z* + 223 + 322 — 18
g(x) = 18 ;

konvergerar lokalt mot roten z* = —1 for f(z) = 2* — 223 — 322 + 18z + 18. Med vilken
konvergenshastighet konvergerar metoden?

[t 3 V13
[]2 13 ()3

Losning: Fixpunktsiterationen konvergerar linjart enligt |z;41 — *| = S|x; — z*|, med
konvergenshastigheten S = |¢'(z*)].

Derivera g(z): ¢'(z) = 1x(—42% + 622 + 6z). Vi far konvergenshastigheten |¢'(z*)| =
L(—4(-1)3+6(-1)2+6(—1)) = 2.

2. (2p) Integralen

27
I:/ cos(z?)dx
0



N AT o

approximeras med en numerisk metod med fyra steglangder, 8h, 4h, 2h, h. Den numeris-
ka 16sningen med steglangden 8h betecknas Iy, (8h). Skillnaderna mellan de numeriska
l6sningarna berdknas till

| Tnum (8h) — Inum(4h)| = 0.00242,
| Inum (4h) — Inum (2h)| = 0.000596,
| Inum (2h) — Inym(h)| = 0.000148.

Vad &r troligtvis metodens konvergensordning?

L]l []3 BE

2 [ ]4 [ ] Metoden konvergerar inte

Losning: Skillnaderna mellan de numeriska l6sningarna ger en approximation av meto-
dens fel, ey, for en viss steglangd h, dar esp, = |Lyum (2h) — Lyum (h)|, €an = |Lnum (4h) —
Inum(2h)] osv. Vidare kan felet uttryckas som e;, = ChP, dar p &r metodens noggrann-
hetsordning.

Studera kvoterna |Ipum(8h) — Inum (4h)| /| Inum (4h) — Inum(2h)],
‘Inum(4h) - Inum(2h)|/|lnum(2h) - Inum(h)|:

Hnum (4h) — Lnum (2R)[/ [ Inum (2h) — Inum (h)| = ean/en = 2P.
Med p = 2 far vi att

| Lum (21) — I (B)] - 4 = 0.000148 - 4 = 0.000592 = | Iy (4h) — Lnum (21)],
Luim (41) = I (2R)] - 4 = 0.000596 - 4 = 0.002384 = | Iy (8h) — Lnum (41)],

dvs metodens noggrannhetsordning ar troligtvis p = 2.

3. (2p) Antag att det tar 1 s att 16sa ekvationssystemet Az = b, dér systemmatrisen A &r en
full matris av storlek N x N. Om problemstorleken 6kas sa att antal obekanta &r 5V,
hur manga sekunder tar det att 16sa det storre ekvationssystemet?

[ ]5 [ ]25 [ ]100
[]10 []50 125

Losning: Losning av ett linjart ekvationssystem med Gausseliminering har berédknings-
komplexitet O(N3) = CN3. Om antal obekanta istillet ir 5N far vi C(5N)% = 125C N3
berakningsoperationer. Den nya tidsatgangen blir 125 s.

4. (2p) Ett steg med Newton-Raphsons metod tillimpat pa ekvationen f(z) = 0 dér

flx)=¢€"— %cos(w:c),
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5. (2p)

och startgissningen ar x = 0, ger att approximationen av nollstéallet ar

[]-2 []1/2 1 []3/2
—1/2 [ ]2/3 [ ]4/9 [ |nagot annat
Losning: Newton-Raphsons metod:
o f) _
Tp+1 = Tk f,(xk)u _0717"'7

med startgissning xg = 0 ger

Antag att du med hjilp av minstakvadrat-metoden vill anpassa ett andragradspolynom
till tabelldata givna av

t|1]2 4
y 21113
Normalekvationerna blir

[ 4 10 30 e 10
i 10 30 50 e | = | 23

4 10 [e] T 10 L]
D_m 30][«:2}_[23] | 30 100 150 3 69
[ [ 10 30 100 a1 10
L] ;)8 13000 } { Zl ] = [ 23 } (]| 30 100 256 | | o | = 23
] ’ | 100 256 530 | | 3 69
L] ;)8 Z’SH?FHS] [ 4 10 30 1 10
] ’ 10 30 100 | | e | = | 23
| 30 100 354 | | 3 69

dér ¢;, 1 = 1,2 eller ¢ = 1,2, 3 &r koeflicienterna i polynomet.

Loésning: Det overbestamda ekvationssystemet for andragradspolynomet p(t) = ¢ +
cot + cst? blir

0 1 2
gaallel=12]
t3 t3 t3 3 Y3

t] it v
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Personnr:.............ooooiviiiiiiiiii
dvs
1 1 1 4
12 4 || |2
13 9 g"’ 1
3
1 4 16 | , 3
—— c N——
A b

Normalekvationerna ges av AT Ac = ATb. Eftersom att c¢ innehaller tre komponenter
racker det att kolla pé alternativen i hogra kolonnen. Alternativ ett utesluts da matrisen
AT A &r en symmetrisk matris. Alternativ 2 utesluts da element (1,1) i AT A blir 1-1+
1-1+1-141-1=4. Da aterstar enbart alternativ tre i hogra kolonnen.

6. (2p) Trapetsregeln med h = 2 applicerat pa integralen

5
1
/ dx
1 1 + X
ger approximationen

v]7/6 [5/4 []6/5 []16/15
[ ]67/60 [ ]4/3 [ ]12/5 [ |négot annat

Losning: Trapetsregeln applicerad pa integral med integrand f(x) 6ver intervallet [a, b],
uppdelad i n delintervall:

h

Tn(f) = 5 [f(@) +2f(a+h) +2f(a+2h) - 2f(b—h) + f(b)],

dér h = =2 Med f(z) =

n

. a=1,b=5,h=2farvi

1 2 1 7

“1r1 113 155 6

Tu(f) = & /(1) +2£(3) + £5)

7. (2p) Foljande tva funktioner ar givna:
function w = g(x)
w=0.4 - x.*¥cos(x.72);

end

och
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8. (2p)

9. (2p)

function w = £(Q@g,x,h)

gl = g(x+h);
g2 = g(x-h);
u = gl-g2;
v = u/h;

w = v/2;
end

Nar h gar mot noll sa skattar funktionen f

[ ] Nollstéllet till funktionen g [ ] Andraderivatan till funktionen g
[ ] Integralen till funktionen g [ ] Medelvérdet av funktionen g
Forstaderivatan till funktionen g [ | Maximum av funktionen g

Loésning: Funktionen g.m innehéller funktionen g(x) = 0.4 — x cos(z?). Funktionen f.m
beraknar

_glz+h)—glx—h)

for virden pa x och h givna av indata. Nar h gar mot 0 skattar f(x) forstaderivatan till
funktionen g.

En integral har berdknats med trapetsregeln och tva olika steglangder, T'(h = 1) = 0.5,
T'(h = 0.5) = 0.3125. Det extrapolerade vardet blir da

0.25 []0.5125
[ ]0.3125 [ ]0.5625
[]0.40625 []0.75

[]0.5 [ ]0.8125

Losning: Richardsonextrapolation for Trapetsregeln ges av
. 4Ty, — T:
Th _ h . 2h’

s att

Vilka utsagor &r sanna och vilka &r falska?
(1-4 korrekta svar ger 0 p, 5-6 korrekta svar ger 2p.)
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a) Fixpunktsiterationer konvergerar alltid snabbare &dn bisektionsmetoden.

[ ]sant falskt

b) Simpsons regel har noggrannhetsordning 4.

sant D falskt

c) Minstakvadrat-metoden kan anvindas for att anpassa en exponentialfunktion till
ett polynom.

sant D falskt

d) Sekantmetoden dr en effektiv metod for att berdkna en rot till en skaldr ekvation.

sant D falskt

e) Oscillationer som uppstar vid interpolation med polynom av hogt gradtal kallas for
Rombergs fenomen.

D sant falskt

f) Vid l6sning av ett tringulért linjart ekvationssystem ar tidsatgangen proportionell
mot antalet obekanta.

D sant falskt

Losning:

a) Falskt. Bada metoderna konvergerar linjart, bisektionsmetoden med konvergenshas-
tighet % For en fixpunktsiteration med x = g(x) beter sig konvergenshastigheten
som ¢'(z*) (néra roten z*) och kan alltsid konvergera snabbare eller langsammare
an bisektionsmetoden.

b) Sant.

c) Sant, genom att sampla virden av exponentialfunktionen och anpassa dessa.
d) Sant, till en skalér icke-linjar ekvation.

e) Falskt. Oscillationerna kallad for Runges fenomen.

f) Falskt. Tidsatgangen ar proportionell mot antalet obekanta i kubik.

10. (2p) (Denna uppgift behover du ej gora om du klarat kontrollskrivningen i MATLAB.)

a) (1p) Foljande MATLAB-kod finns:
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A [111; 222; 33 3];
x = [1; 2; 3];

Ax = Axx;

val = sum(Ax)/length(Ax);

Efter att koden korts, vilket viirde kommer att vara lagrat i variabeln val?
[]4 []8 12 []16
[ ]6 []10 [[]14 []18

b) (1p) Foljande MATLAB-kod finns:

val = 1;
while val < 10
if val < 5
val = 2%val;
elseif val >= 5
val = val + 2;
end
end

Efter att koden korts, vilket viirde kommer att vara lagrat i variabeln val?
[ ]8 [ ]12 [ ]16
10 []14 []18

Losning;:

a) Matrismultiplikationen ger vektorn Az = [6,12,18]. sum(Ax) beriknar summan
av elemneten i Az och length(Ax) returenerar antal elemnet i Az. Variablen val
kommer att lagra talet 3—3? =12.

b) Initialt: val=1.

Varv 1: val<10, val<b: val=2%val = 2.
Varv 2: val<10, val<b: val=2*val = 4.
Varv 3: val<10, val<hs: val=2*val = 8.

Varv 4: val<10, val>=5: val=val+2 = 10.
Da val<10 ej langre géller avslutas slingan med val = 10.




