KTH Matematik/Anna Nissen

Tentamen del 2
Numeriska berdakningar SF1522
2018-04-03, 14.00-17.00.

Inga hjdlpmedel ar tillatna (ej heller minirdknare).

Skriv 16sningar med fullstdndiga meningar och utférliga motiveringar for att undvika poéngavdrag.

Del 2 rattas om del 1 dr godkdnd. Max antal podng &r 40.
Betygsgranser: D 8, C 16, B 24 och A 32 poéng.

1. (14p) Temperaturen i Haparanda har uppmétts varje hel timme den 13 mars 2018. Tempera-
taturer uppmétta mellan klockan 12 och 22 finns i tabell 1.

t [klockslag] 12 13 14 15 16 17 18 19 20

21

22

T |°C] -2.1 -2.3 -2.5 -3.0 -3.6 -4.1 -4.3 -4.3 -4.4

-4.5

-4.9

a)(2p)

b) (4p)

c) (4p)

Tabell 1: Klockslag t och uppmétta temperaturer 7.

Om alla tabelldata anviands for att interpolera ett polynom, vilket gradtal far po-
lynomet? Ange minst en nackdel med att anvinda alla data for interpolation.

Bestdm ett andragradpolynom med interpolation genom att anvinda lampligt antal
varden i slutet av tabellen. Anvind polynomet for att uppskatta temperaturen vid
tiden 20:20.

Skriv en Matlab-kod som interpolerar ett fjardegradpolynom till de férsta mét-
viardena i tabellen. Koden ska plotta polynomet med avseende pa tiden som en
kontinuerlig kurva. Koden ska &ven plotta de tabellvirden du anvént, markera des-
sa med 'o’.

Utoka programmet du gjort i ¢) sa att programmet utifran det framtagna fjarde-
gradspolynomet berdknar vid vilken tid temperaturen ar -2.7.

Om du inte gjort uppgift c) kan du anta att koefficienterna till polynomet finns
lagrat © vektorn p.

Losning:

a)

b)

Om alla 11 méatvarden anvands far polynomet gradtal 10. En anledning att inte
anvinda alla data vid interpolation &r att Runges fenomen uppstér néra d&ndpunk-
terna for hog polynomgrad. En annan anledning ar att om en misstanker métfel
kan det vara en god idé att inte tvinga polynomet igenom uppmaétta virden.

Anvind de tre sista matvardena och Newtons ansats:

p(t) = c1 + ca(t —20) + e3(t —20)(t — 21).




p(20) = ¢; = —4,4.
p(21) = —4,4+ (21 — 20) = —4,5 <3 ¢ = —0, 1.
p(22) = —4,4 - 0,1(21 — 20) 4 ¢5(22 — 20)(22 — 21) = —4,9 <> 3 = —0, 15.

Vi far
p(t) = —4,4 —0,1(t — 20) — 0, 15(¢ — 20)(¢ — 21),

och temperaturen vid klockan 20:20 blir

1 1 1\ [ 2
2042 ) =-4,4-0,1(%)-015(2] (%) =—4,4.
(ovg) = eamon(g) s () () =

c¢) Forslag pa Matlab-kod:

t = [12:16];
T=[-2.1-2.3-2.5-3.0-3.6];
p = polyfit(t,T,4);

tvec = linspace(12,16,1001);
pvec = polyval(tvec,Tvec);
figure

plot (tvec,Tvec)

hold on

plot(t,T,'o")

d) Forslag pa Matlab-kod 1:

% soker védrde pa t dar p(t) = -2.7.

% formulera om problemet si att vi sdker t* for vilken p(t*) + 2.7 = 0
p(end) = p(end) + 2.7;

tval = roots(p);

% tval ger fyra ldsningar, se vilken som ligger i korrekt intervall

Forslag pa Matlab-kod 2:

% soker vdrde pd t dir p(t) = -2.7.

% formulera om problemet si att vi sdker t* for vilken p(t*) + 2.7 = 0
p(end) = p(end) + 2.7;

pol = @(x) p(D*x.74 + p(2)*x."3 + p(3)*x.72 + p(4)*x + p(5);

tval = fzero(pol,15);

2. (10p) Betrakta integralen

1
I:/ dz,
1 142

som har det exakta virdet I = In(6) — In(2).

a)(4p) Antag att du har tva numeriska approximationer av I, I, och Iy, beriaknade med
en viss metod och steglangderna h och 2h. Hérled en formel for att berdkna nog-
grannhetsordningen fér metoden givet I, I, och Iop.



b)(6p) Antag att du har tillgang till en funktion integration som approximerar en integral
med en numerisk metod. Du vill nu underséka hur bra funktionen integration é&r.
Indata till funktionen &r ett funktionshandtag (motsvarande integranden), inter-
vallet for integralen och antalet delintervall. Utdata &r det approximativa vérdet
av integralen.
Ett funktionsanrop fér den givna integralen med 10 delintervall kan se ut s& hér:
I = integration(func,[1 5],10);
déar
func = @(x) 1./(1+x);
Skriv en Matlab-kod som gor en konvergensstudie for metoden i funktionen integration,
dér du applicerar metoden pa den givna integralen. Koden ska berédkna minst tva
numeriska viarden av noggrannhetsordningen och skriva ut dem.

Du kan i koden anvinda Matlab-raderna ovan och det givna exakta virdet pa I.

Lo6sning:
a) Antag att noggrannhetsordningen ar p. Da géller att
I, = I+ ch? + O(hPT),
Loy = I + c¢(2h)P + O(hPT).
Bilda kvoten

CLn—1 c2h)p
T T e

9. (1)

Noggrannhetsordningen blir p = log,(g) = log, (If::ll)
b) Forslag pa Matlab-kod 2:
func = 0(x) 1./(1+x);

a=1;

b =2;

n = 10;

I = log(6) - log(2);
Ihvec = [];

for k = 1:3

Th = integration(func, [a b]l,n);

Thvec = [Ihvec Ih];

n = 2%n;

end

% bilda kvoter av felen - q nedan blir en vektor
q = (Thvec(l:end-1)-I)./(Ihvec(2:end)-I);

p = log2(q);

disp(['Noggrannhetsordningen blir ', num2str(p)]);




3. (5p) Du vill numeriskt 16sa ett linjart ekvationssystem

Ax = b.
Matrisen A &r given som
35 17 49
A= 10 53 48 |,
98 10 29

och A~! beriknas i Matlab till
>> Ainv = inv(A)
Ainv =

-0.0077 0.0000 0.0129
-0.0321 0.0275 0.0086
0.0370 -0.0096 -0.0122

Antag att storleken pé elementen i b ligger mellan 3 och 5 och att de anges med tva
decimaler.

Efter att ekvationssystemet har 16sts i Matlab enligt
>> x = A\b;

kommer storleken pa elementen i variabeln x att ligga mellan 0.01 och 0.05. Elementen
i x kommer att innehalla manga decimaler. Hur manga decimaler i x kan med sidkerhet
anges som korrekta och vad &r den Gvre gransen for det relativa felet i x7

Losning: Det relativa felet i x begransas av

|Ax]]

]

|Ab

< H(A)W, (2)

dir konditionstalet for matrisen A ges av r(A) = || Al|||A7!.
Anvind max-norm. Matrisnormerna i max-norm blir
[A]loo = 98] + [10] + [29] = 137,
|A™ oo = | — 0.0321] + [0.0275| 4 0.0086| ~ 0.07.

och k(A) ~ 137-0.07 ~ 10. Med tva korrekta decimaler ér |Abl|lo = 0.5 1072 och
|Ab||lso/blloc & 0.5 - 1072/5 = 1073, Den 6vre begrinsningen pa relativa felet i x blir

[Ax]lo

1%l

<10-1073 =102

Det absoluta felet i x iir begrinsat av [|Ax[|so < [|X|loo - 1072 = 0.05- 1072 = 0.5- 1073,
Tre decimaler kan ddarmed anges som korrekta.




4. (11p) Betrakta ekvationssystemet

a)(2p)
b) (4p)

c) (5p)

22+ 2% =9,
z + cos(y) = 2.

Hur méanga 16sningar har systemet?

Skriv om ekvationssystemet till en skalér ekvation sa att 16sningen kan bestdmmas
med Newton-Raphsons metod. Formulera Newton-Raphsons metod for att bestam-
ma en 16sning.

Systemet har en 16sning néara y=1.5. Skriv ett Matlab-program som bestdmmer den
16sningen med Newton-Raphsons metod och minst 8 decimaler.

Losning:

2)

Systemet har tva losningar. Den forsta ekvationen beskriver en ellips med = €
[-3,3],y € [—%, %} . Kurvan x = 2 — cos(y) antar z-virden mellan 1 och 3 med
2(0) = 1 (inuti ellipsen), och skér ellipsen symmetriskt vid +y;, dér y; € [0, 7].

Lés ut = som funktion av y: x = 2 — cos(y). Satt in i den forsta ekvationen, detta
ger

(2 —cos(y))? + 24> = 9.
Med
fly) = (2~ cos(y))® +2y° -9,
f'W)(2 = cos(y)) - sin(y) + 4y,
och startgissning 1 formuleras Newton-Raphsons metod som

o fluw) _
Yk+1 = Yk Flye)’ k=0,1,....

Forslag pa Matlab-kod:

y = 1.5;
tol = 0.5e-8;
fel = 1;

f = @(y) (2-cos(y))~2 + 2%y~2 - 9;
fp = @(y) (2-cos(y))*sin(y) + 4xy;
while abs(fel) > tol

ynew =y - £(y)/fp(y);

fel = ynew-y;
y = ynew;
end



