KTH Matematik/Anna Nissen

Tentamen del 1
Numeriska berdakningar SF1522
2018-01-11, 9.00-12.00.

Bonuspoidng. Ange dina bonuspodng fran kursomgangen HT17 hér:
Kontrollskrivning. Ange om du &r godkidnd pa kontrollskrivning (ja/nej):

Max antal podng dr 20. Gréansen for godkint/betyg E &r 14 podng (inklusive bonuspoéng).
Om du ar godkind pa kontrollskrivningen sé behover du ej gora sista uppgiften, utan den
raknas till full podng. Om denna del av tentamen (del 1) blir godkéind sa réttas éven del 2,
vilket ger mojlighet till hogre betyg.

Inga hjidlpmedel ar tillatna (ej heller minirdknare).

Skriv svaren pa detta papper.

1. (2p) Fixpunktsiterationerna x; 11 = g(z;), i = 0,1,2,... med

—zt + 223+ 922 — 18

= A
g(z) y (4)
—x* 4+ 223 + 922 + 8z — 18
g(x) = = ()
xt — 223 +18
g(z) = T 9r—12 (€)

konvergerar lokalt mot roten z* = —1 for f(z) = 2* — 223 — 922 + 12z + 18. Rangordna
dem i hastighetsordning, med den som konvergerar snabbast forst.

[ ](A).(B).(C) [ ](B).(A),(C) [](C),(A),(B)
[ 1(A),(C).(B) (B),(C),(A) [ 1(C).,(B),(A)
Losning: Fixpunktsiterationen ;11 = g(x;), ¢ = 0,1,2,. .. konvergerar lokalt mot roten

x* om |g(x*)| < 1. Konvergenshastigheten ges av S = |g(x™*)|, dér felet for varje iteration
fordndras enligt ;411 = Se;. Ett mindre viarde pa S leder alltsa till snabbare konvergens.
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Vi ser pa derivatorna av de olika funktionerna g(x):

B —423 + 622 + 18z

g'(x) = o (A)
g%x)::—4x3+6€;+48x%—8 B)
duw_@x—mx@ﬁziihsyﬁ—2ﬁ+wa ©

Inséttning av roten z* = —1 ger
¢¢4):_“_”3+QQDW+BVJ):_§ A)
9%4):—4—U3+&?£1+Bb4)+8:0 ®
g%;w_(%—n—1@@@4ﬁ?§tﬁf¥$§en4—x—U&+w)_;i ©

Fixpunktsiterationerna konvergerar fran snabbast till langsammast i ordning (B),(C),(A).

2. (2p) Du vill 16sa ekvationssystemen Ax = by, Ax = by, ..., Az = bjgo, dir systemmatrisen A
ar en 100 x 100-matris. Gausseliminering for ett ekvationssystem tar 2 s. Hur lang tid
(i s) tar 16sning av alla ekvationssystemen om du utnyttjar LU-faktorisering?

[]4 []6 v]8
[ ]5 []7 (]9

Lo6sning: Gausseliminering kréver ca 2% aritmetiska operationer for ett system med n

obekanta. Med n = 100 tar Gausseliminering for ett system 2 s. Tidsatgangen for varje
aritmetisk operation (op.), T, blir d& ungefér
2 s

T = — =3-107% s/op.
%-1060]9. /op

Vid LU-faktorisering gors forst en Gausseliminering, vilket tar 2 s. Sedan l6ses ett un-
dertriangulért och ett 6vertrianguldrt system for varje ekvationsystem, till kostnad n?
operationer var. Tidsatgangen (i s) for 100 sddana system blir totalt

242-100-n% T,
och med n =100, T = 3 - 1076 insatt far vi

242-100-100%-3-107°=2+6=238.

3. (2p) Om y/(z) approximeras med

y(@ +h) —y(z—h)
2h ’
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4. (2p)

hur minskar felet nir steglingden h halveras?
[ ] Felet minskar med en faktor 2.
Felet minskar med en faktor 4.
D Felet minskar med en faktor 6.
[ ] Felet minskar med en faktor 8.
D Felet minskar med en faktor 10.
D Felet minskar med en faktor 16.

D Felet minskar inte.

Losning: Identifiera att approximationen &r andra ordningens noggrann, alternativt
Taylorutveckla:

y(z+ h) = y(z) + by (z) + b2y (x) + B3y (c1), = < ¢ <z + h,

Y
y(x — h) = y(x) — hy'(x) + h%y" (x) — B3y (ca), = < ca <z + h,
vilket ger
ylx+h)—ylz—nh h?

en=0(h?)~Ch?

Néar h halveras péaverkas felet e; som

2 2
eh/220<h> _Ch _en

dvs felet minskar med en faktor 4.

Ett steg med Newton-Raphsons metod tillimpat pa ekvationen f(x) = 0 déar
f(z) = cos(2mx) + 323,
och startgissningen adr x = 1, ger att approximationen av nollstéllet ar
-2 4/ 2/ mEL
[ ]-3/2 5/9 [ ]8/9 [ |négot annat

Losning: Newton Raphsons metod: Givet startgissning xg har vi

flai) .
1= T — =0,1,2,...
Ti+1 T fl(xi)’ ? )
Derivatan av f(z) = cos(27mx) +3x3: f'(x) = —27 sin(27z) 4+ 922, Forsta iterationen blir
med xg =1
2m(1 1)3 4
a0 | cosCr) #3045

f'(zo) —2mwsin(2n(1)) + 9(1)2 9 9
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5. (2p) Trapetsregeln med h = 2 applicerat pa integralen

6. (2p)

ger approximationen
[ ]7/10 [ ]24/15
[ ]7/5 [ ]14/5

r

21+$2

1

2
/2 1+ 22

1

1

dx

[]24/5
12/5

Losning: Trapetsregeln med h = 2, vi far tva delintervall. Lat f(z) =

h

[]15/16

D nagot annat

1 sof2
1_"_7. VI far

dr ~ — (f(=2) +2£(0) + £(2)) =

2
1

e
2\ 1+ (-2)2

+

1+ 02 1+@ﬂ):<

Minstakvadratanpassningen y(t) = 3t + 2 till

t

1

3

4

y

10

13

21

Lo ]
5 5

ger att minstakvadrat-felet, dvs 2-normen av residualvektorn, blir

[1v6
[]V8

1 []v3
[]v2 V]2

[]3
[ ]4

>:

12

%

Losning: Stall upp det 6verbestdmda ekvationssystemet som uppfyller

yi =3t;+2, 1=1,2,3,4.

Detta ger Ax = b, dar

— = = =
DD = W

Residualvektorn r = b — Ax blir

6
10
13
21

— = =
S W=

Minstakvadratfelet blir

10
13
21

11
14
20

Ieflz = V/(1)2 + (=1)% + (=1)% + (1)2 = 2.
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7. (2p)

8. (2p)

Antag att du vill interpolera ett polynom till samtliga métdata

x| 1[4]7]9]11
v|[2[6|4]8]9

a) (1p) Polynomet som ansitts ska vara av gradtal

L1 L]3 HE
]2 v]4 L]6

b) (1p) Ekvationssystemet som fas har en koefficientmatris av storlek

[ ]4x3 [ ]13x4 [5x4 [ ]6x5
[4ax4 [J4x5 V|5 x5 []5%x6

Loésning: a) Polynomet som ansétts ska vara en grad ldngre &n antal datapunkter, dvs
med 5 datapunkter far vi ett polynom av grad 4.

b) Vi far ett ekvationssystem Ac = b. Polynomet av grad 4 kommer ha 5 obekanta
konstanter att bestdmma (inklusive konstanttermen i polynomet), vilket leder till 5
obekanta i vektorn ¢ (och 5 kolonner i A.). Hogerledet b innehaller de 5 métvérdena for
y, dvs bade b och A har 5 rader. Koefficientmatrisen A blir dérfér en kvadratisk matris
av storlek 5 x 5.

Betrakta ekvationssystemen Az = b och A(x + Ax) = b+ Ab, dir x, Az, b, Ab € R2.

o 107 L [0 s
AntagattA—[loo 0],dabhrA —[110 0 |

Om den maximala relativa stérningen ||Abl|o/||b]|oo dr 1072, vilket &r det storsta virde
det relativa felet ||Az|/~/||%]|c kan anta?

[J10~1 1078 []10°5
[ ]10710 [ ]1077 [ ]1074
[ ]107° [ ]10°¢ [ 1073

Losning: Det relativa felet ||Az||oo/||z]|co &r begransat enligt

[AZ] oo [|AD]| oo
< cond(A) )
[ ]loo = blloe
dér konditionstalet for matrisen A ar cond(A) = || Al|so||A ™! ||co- Maxnormen av matrisen

A och dess invers A™! ges av maximala radsumman av |Al:

1
Alloo = 100 A Yoo = —.
Al A e = 15
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Med [|Ab]loo/|bllos = 1079 far vi

A 1
|1Az]loq <100 — -10"% = 10~
ll2] oo 10

9. (2p) Foljande MATLAB-kod &r en implementering av en numerisk metod, vilken?

10. (2p)

m=8;

v=ones(1,m) ;

v(1)=v(1)/2;

v(m)=v(m)/2;

v=v*0.2;

£=0;

for i=1:m;
f(i)=cos(0.2%(i-1));

end;

svar=vxf(:)

[ ] Newtons metod [ ] Linjdr interpolation
Trapetsregeln [ ] Kvadratisk interpolation
[ ] Simpsons regel [ ] Kubisk interpolation

[ ] Fixpunktsiteration [ ] Minstakvadrat-metoden

Losning: Vektorn v skapas forst med atta element och innehaller ettor, férutom de
forsta och sista elementen som &r en halv. Sedan skalas v med 0.2. P4 den sista raden
multipliceras v (som é&r en radvektor) med f(:) som &r en kolonnvektor (dven om f
skulle vara en radvektor), detta blir en skalarprodukt och variabeln svar kommer déarfor
innehalla ett skaldrt varde. Med steglangden h = 0.2 blir v en vektor med integra-
tionsvikter, vi far v = %[1, 2,2,...,2,1]. svar kommer att vara en approximation med
trapetsregeln, givet att £ ar en vektor som innehaller viarden av integranden, eftersom att
vaE(:) = B (£(1)+2+£(2) +2+£(3) +- - - 2x£(7) +£(8)). I for-slingan tilldelas £ viirden
motsvarande cos(0), cos(0.2),cos(0.4),...,cos(1.4) och integralen som approximeras ar

alltsa
1.4
/ cos(x)dzx.
0

(Denna uppgift behover du ej gora om du klarat kontrollskrivningen i Matlab.)
Vi vill berdkna en sekvens med Fibonaccital, definierat enligt
P o= 1,
PR = 1
Fyw = Fi+F—, 1=2,3,...
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och lagra talen i en vektor f.
Foljande rader Matlabkod ar givna:

f=111];

N = 8;

(1) £ = fny;

(2) f = sum(f);
(3) £ = [f fnyl;

(4) for k=2:N

(5) for k=2:N-1

(6) fny = £(k) + f(k-1);
(7) fny = f(k+1) + £(k);
(8) end;

a) (1.5p) Fran raderna (1)-(8), vilj ut de rader som behovs och ordna dem sé att vektorn
f innehaller sekvensen F, Fo, ..., Fy.

Radordning:
(5),(6),(3),(8) [11(2),(4),(6),(3),(8)

[](4),(6),(3),(8) [](4),(6),(1),(2),(3),(8)

[1(5),(7),(2),(8) [1(5),(7),(1),(3),(8)

[ ](4),(7),(2),(8) [ | Inget av alternativen fungerar.

b) (0.5p) Givet att sekvensen Fi, Fy, ..., Fg har lagrats i vektorn £, hur kan du berékna
Fs fran relationen Fy = Fg — F;? (Uppgiften kan 16sas oberoende av uppgift a).)

£6 = f(end)-f(end-1);
[ ]a
[ ]a
[ ]a

Loésning: a) Vi vill lagra de 8 forsta Fibonaccitalen i vektorn £. Vi behéver en for-slinga,
sedan behdver vi definiera nésta Fibonaccital och lagra det ldngst bak i vektorn. Bada
for-slingorna startar pa k = 2. Eftersom att f initialt innehéller tvad komponenter kan
vi inte ta ut f£(k+ 1) innan vektorn f har utvidgats. Darfor anvinds rad (6) for att
definiera nésta Fibonaccital och rad (3) for att lagra det langst bak i vektorn. For att
de 8 forsta Fibonaccitalen ska lagras maste for-loopen ga till 7, dvs N — 1, d& berdknas
Fg och lagras i sista varvet i slingan. Den forsta raden ar saledes (5). Avslutningsvis ska
slingan avslutas med end, rad (8). Den korrekta radordningen blir (5),(6),(3),(8).

b) Det forsta alternativet &r det enda som fungerar samt &r korrekt. I det andra alter-
nativet tas skillnaden mellan konsekutiva element i £ ut och lagras i d, d(end-1) blir
dock F7 — Fg. I det tredje alternativet berdknas konsekutiva skillnader upp till F7 — Fg
och lagras i d, slutresultatet blir samma som i alternativ tva. Alternativ fyra fungerar
inte da £(2:end) och f(1:end) inte har lika manga element.

diff(f); £6 = d(end-1);

f(2:end-1)-f(1:end-2); f6 = d(end);

f(2:end)-f(1:end); f6 = d(end);



