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SF1547 — Numeriska metoder

Max antal podng pa denna del dr 50. Rattas endast om del 1 &r godkadnd. Betygsgréanser:
10p D, 20p C, 30p B, 40p A. Svar skall motiveras och utrdkningar redovisas. Korrekt svar
utan motivering eller med felaktig motivering medfér podngavdrag.

Inga hjdlpmedel ar tillatna (ej heller minirdknare).
Varje uppgift pa Del 2 ska skrivas pa separata papper. (Deluppgifter kan skrivas pa samma

papper-)
Skriv uppgiftsnummer, sidnummer, namn och personnummer pa varje papper.

P1. Heuns metod &r en andra ordningens numerisk metod for att 16sa differentialekva-
tioner pa formen y' = f(y). Den lyder

Yoo = yn+hf(y ) f(y2 fyn))
(a) Skriv ett MATLAB-program som loser foljande ordindra differentialekvation (10 p)
dy  (dy\® dy
(2 v=0 0)=0, Z(0)=0
"y (dt) taer =0, y0)=0. Po)=o,

med Heuns metod fran ¢ = 0 till ¢ = 10. Anvind a = 0.75 och valfri steglangd
mindre &n 1/2. Programmet ska skriva ut y(10).

Losning: Vi skriver forst om ODEn som ett férsta ordningens system. Med u = y,
v =1y och u = (u,v) far vi

= (o) = (:8)-(0)

Vi kan nu tidsstega 16sningen med Heuns metod given i uppgiften. En Matlab-16sning
kan se ut som:

n =100; T = 10; h = T/n; t=0:h:T; al=0.75;
f =0 [u(2); u(2)~2-al*exp(u(1))];

u = [0;0];

U= u;

for tt = t(l:end-1)
u = u + h*x(f(u)+f (u+h*f(w)))/2;
U= [Uul; % Sparar lésningen i U-vektorn foér senare uppgifter



(b)

(c)

Kommentar: Nér f dr dyr att evaluera &r det béttre att spara det utrdknade vérdet
f(uy,) for att minska berdkningskostnaden. Radenu = u + h* (£ (u)+£ (uth*f (u)))/2;
byts da mot

us = f(u);
u = u + h*(us+f (u+h*us))/2;
end

Skriv ett MATLAB-program som bestdmmer parametern « i differentialekvationen sa
att

10
/ y(t)? + ¢/ (t)%dt = 50.
0

Virdet pa detta « ligger nédra 0.6. For full poéng ska programmet vara effektivt och
integralen ska approximeras med noggrannhetsordning tva. Du far ateranvanda delar
av ditt program i deluppgift (a), men inte anvinda inbygga funktioner for integration.
Man ska kunna vélja parametrar i programmet sa att svaret far godtyckligt litet fel.

Losning: Vi formulerar forst om programmet i deluppgift (a) som en funktion av
« som ska vara noll vid det korrekta virdet. Vi lagger ocksa till rader som berdknar
integralen med trapetsregeln:

function r = G(al)

n=100; T = 10; h = T/n; t=0:h:T;

f =0 [u(2)); ul2)~2-al*xexp(u(1))];

u = [0;0];

U = u;

for tt = t(1:end-1)
u = u + hx(f(w+f (uth*f (w)))/2;
U= [Uul;

y =U,:); yp = U(2,:);

I = hx(sum(y. 2+yp.~2)-(y(1)~2+yp(1) ~2+y(end) ~2+yp(end) ~2)/2); % Integralen

r = I-50; % Ska vara noll nar vi hittat ratt alfa

Vi anvinder sedan sekantmetoden for att hitta ratt o, med startgissningar néara 0.6:

tol = 1e-10;

al = 0.5; a2 = 0.75;

gl = G(al); g2 = G(a2);

while abs(al-a2)>tol
an = a2 - g2*(a2-al)/(g2-gl);
al = a2; gl = g2;
a2 = an; g2 = G(a2);

end
an

Genom att vilja tol mindre och n storre i koden kan vi fa felet sé litet vi vill.

Heuns metod har noggrannhetsordningen tva. Genom Richardson-extrapolation kan
man fa fram en hogre ordnings approximation av y(10). Forklara i viss detalj hur
man kan gora det med hjalp av MATLAB-programmet i deluppgift (a).

Losning: Vi skriver forst programmet i deluppgift (a) som en funktion av antal
tidssteg n:

(5 p)
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function y = y10(n)

T =10; h = T/n; t=0:h:T; al=0.75;
f=0() [u(2); u(2)~2-al*xexp(u(1))];
u = [0;0];

for tt = t(1:end-1)
u = u + hx(f(u)+f (uth*f (u)))/2;
end
y = u(l);
end

I Richardsonextrapolation anvinder man l6sningen berdknad med h och h/2, kallade
up, och uy, /o, for att bestdmma ett virde med hogre noggrannhetsordning enligt:

Up — Up/2

URich = Un/2 = —5, 1

dér p dr metodens noggrannhetsordning. I vart fall &r p = 2 eftersom Heun &r av
ordning tva. Genom att anropa programmet tva ganger med n och 2n far vi déarfor
fram den béttre approximationen med:

n=100;

y1 = y10(n);

y2 = y10(2*n);

yrich = y2 - (y1-y2)/3

Detta blir en tredje ordningens approximation.

Vi vill 16sa foljande differentialekvation
u(z) + (1 — 2*)u(z) = f(z), 0<z<2,

och

Formulera en andra ordningens finit differensmetod for detta randvérdesproblem.
Lat u = (uq,...,u,)" innehalla approximationerna u; ~ u(x;), dir z; = hj och
h =2/(n+1). Metoden leder till ett linjart ekvationssystem Au = b av storlek n x n.
Hérled uttryck for elementen i A-matrisen och i hogerledet b. (Ekvationssystemet
behover inte 16sas. )

Losning: I varje inre punkt, 57 = 1,...,n, approximerar vi andraderivatan i ekva-
tionen med andra ordningens centraldifferenskvoter,
Uj—1 — QUJ' + Ujt1

h? '

Uz (T5) =
Insatt i ekvationen ger detta

Uj—1 — QUJ' + Ujt1
h2

+(1—x?)uj:f(xj), j=1,...,n.
Multiplicera med h? och samla ihop termerna

uj,1+(h2(1—x?)—2)uj —uji1 = h2f(z)), j=1...,n. (1)
Utnyttja randvillkoren for att eliminera wg och ty,41:

ug = 1, Un+1 = 2.

(10 p)



(b)

Detta ger for j =1,
(h2(1 - x%) —2up —ug = h2f(x1) -1 (2)

och for j = n,
Up—1 + (h2(1 - x%) —2uy, = hZf(xj) - 2. (3)

Tillsammans ger (1,2,3) det linjira ekvationssystemet Au = b med

R2(1 — x2) — 2 1
1 R2(1—23) -2 1
A= ! . ’
1 h(l—a22_) -2 1
1 R2(1—22) -2

och hogerledet

h?f(x1) —1

h? f (22)
b= :
h2 f(xn-1)
th(xn) -2

Metoden i deluppgift (a) implementeras i MATLAB. (Du behover inte gora det
sjalv!) Till ditt forfogande far du MATLAB-funktionen u = RVP(n,f) som returnerar
l6sningsvektorn u givet n (antal obekanta) och vektorn f = (f(z1),..., f(zn))"
(hogerledsfunktionen evaluerad i gridpunkterna).

Antag att f ar det femtegradspolynom som interpolerar de uppmétta véirdena

z | 0 ]04]08[12[16] 2
fl@) 01131410 03]-04

Varje métvéirde har en absolut felgrins pa 0.1. Detta ger en osdkerhet i 16sningen u.
Skriv ett MATLAB-program som uppskattar felgransen for viardet u(1). Programmet
far anvinda funktionen u = RVP(n,f) men inte inbyggda funktioner fér interpolation.
Antalet obekanta n dr valfritt, men méste vara betydligt storre dn 4.

For full poang krévs ett effektivt program som anropar u = RVP(n,f) sa fa ganger
som maojligt.

Losning: Programmet méste forst kunna interpolera sex punkter med ett femte-
gradspolynom. Vi kallar interpolationspunkterna i tabellen (Xj;,Y;). Interpolationen
gor man tex genom att ansatta

f(x) = o+ c12 + caa® + 32> + caxt + c52°,

och 16sa Vandermondesystemet

1 XO s Xg Co YO
1 X1 X{) C1 Yl
1 X5 - X2 |os Ys

Fran detta kan vi berdkna f i de punkter {z;} dér losningen till randvérdesproblemet
berdknas, och speciellt fa fram wu(1).

(10 p)
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Felgransen kan nu bestdmmas med experimentell storningsrikning: Genomfor 16s-
ningen med {Y;} som ovan. Det ger U = u(1). Stor sedan ett Y; i sinder med 0.1
och berdkna motsvarande 16sning U;. Det ger slutligen felgransen

Ey=|U—-=Up|+|U—=U1|+ -+ |U —Us|.

En Matlab-implementation kan se ut som foljer:

n =81; % Vdlj n udda s& att x=1 finns med bland gridpunkterna
X=1[000.40.81.21.62]";

V = [ones(size(X)) X X."2 X."3 X."4 X."5]; Y% Vandermonde-matrisen
Y=1[0.11.31.410.3-0.4]1"; % Madtvédrden

h = 2/(n+1);

x = h:h:2-h; % Inre punkter dir 1dsningen berdknas
c = V\Y;

f=c(l) + c(2)*x + c(3)*x.72+ c(4)*x.73+ c(B)*x."4+ c(6)*x."5;

u = RVP(n,f’);

U = u((n+1)/2); % Vardet i x=1

E=0; 7% Nollst&dll felgré&nsen
for k=1:length(Y)
YY = Y; YY(k)=YY(k)+0.1; % Stor matvirde k
c = V\YY;
f=c(l) + c(2)*x + c(3)*x.72+ c(4)*x."3+ c(B)*x.~4+ c(6)*x."5;
u = RVP(n,f’);
Us = u((n+1)/2); % Storda vardet i x=1
E = E + abs(Us-U); % Addera bidraget till felgrinsen
end
U,E

Betrakta differensformeln

ay(x —2h) — 4y(x — h) + By(x + h) + y(x + 2h)
6h2 ’

dér h < 1 och y kan deriveras odndligt manga ganger. For ett val av « och § approx-
imerar formeln andraderivatan y”(z) med noggrannhetsordning minst ett. Bestdm
dessa « och .

Losning: Lat

T(h) = ay(z —2h) — dy(z — hé; Byl +h) +y(z +2h)

(5 p)



Taylorutveckling ger

y(x) = 2hy'(x) + B2y () + O(h?)

T(h) =« e
) — @) + By (@) + OUF)
6h?
y(@) + hy' (@) + By (@) + O(?)
+h 6h?
y(@) + 2hy/ (x) + 47" (x) + O(H*)
* 6h?
a—4+6+1 ,, —2a+44+P0+2 y, Aa—44+ 544
= y(a) g ¥ (@) (@) + O(h)
+8-3  , . —2a+B+6  , da+
=) Iy ) 2P D o),

For att detta ska approximera y”(x) med forsta ordningens noggrannhet méaste vi
darfor ha

a+p-3=0,
—2a++6=0,
da+ 5 =12.

Subtraktion av de tva férsta ekvationerna ger
3a—9 =0,

fran vilket foljer att o« = 3. Detta insatt i forsta ekvationen ger § = 0. Dessa val
uppfyller &ven den tredje ekvationen.

Alternativ 6sning: Ett nodvandigt villkor for att formeln ska ha noggrannhetsordning
ett ar att den har noggrannhetsordning ett for de specifika valen y(z) = 1 och
y(z) = x. For dessa far vi villkoren

a—44+B+1 —20+4++2

Genom att lata h — 0 ser vi att det maste gélla att
a—44+5+1=0, —2a4+4+8+2=0,

vilket ger samma « och 8 som ovan. I allménhet ar detta inte ett tillrdckligt villkor,
men men eftersom det star givet i uppgiften att det existerar en kombination av «, 5
som gor att formeln approximerar y”(z) med noggrannhetsordning ett, maste det
vara denna.



