Algoritmer, datastrukturer och komplexitet, h6sten 2013

Losningsforslag till mastarprov 1: algoritmer

1. Hur kort kan texten bli?
Egen 6vning.

2. Optimal kedjevikning
Problemet kan 16sas med dynamisk programmering pa méanga olika sdtt. Har beskrivs ett
enkelt sitt som tar kubisk tid, men det finns ocksa kvadratiska algoritmer.

Lat H[i, j| vara maximala antalet linkar som kan laggas dar den sista lanken gar at hdger
pé rad ¢ och slutar i position j. Lat Vi, j] vara maximala antalet linkar som kan laggas dar
den sista lanken gar &t vanster pa rad i och slutar i position j.

Lat HJ[0,j] = 0 och V[0, ] = 0 for alla j, eftersom inga lankar kan léggas pa rad 0 (som &r
en fiktiv rad ovanfor forsta raden).

Vi uttrycker H[i,j] rekursivt genom att soka det antal linkar k pad rad i som ger ldngst
kedja. Att det pa rad ¢ ligger k lankar (4t hoger) som slutar i position j betyder att kedjan
maste ha vikts ner fran féregaende rad i position j — 3k + 1. Ingen position mellan j — 3k +1
och j pa rad ¢ far da vara blockerad. Varje lank &r 3 lang, varfor £ < |j/3]. Lankarna i
kedjan pa foregdende rad maste ha gatt at vénster, och langsta sadana kedjan som slutar i
den sokta positionen star i V[i — 1,5 — 3k + 1]. Darmed utokas kedjan med k lankar pa rad
i. Om V[i — 1,5 — 3k + 1] = 0 betyder det att kedjan borjar pa rad i.

For Vi, j] far vi med samma idé k ldnkar &t vénster pa rad ¢ som borjar i position j+ 3k —1
och ingen position mellan j och j+3k —1 far vara blockerad. Eftersom raden ar n lang maste
kE < |(n—301)/3]. Lingsta kedjan som slutar at hoger i position j + 3k — 1 pa foregaende
rad har H[i — 1, j 4+ 3k — 1] ldnkar.

Ovanstaende resonemang motiverar foljande rekursioner:

- 0 dai=0
Hli, j] = max (V[i—1,j—3k+1]+k) dai>0
1<k<|j/3],Bli,j—3k+1..5]=0

o 0 dai=0
Vi, j] = max (H[i—1,j+3k—1]+k) dai>0
1<k<|(n—j+1)/3],Bl[i,j..j+3k—1]=0

Den léngsta kedjan kan sluta var som helst i rutan, sa det sokta maximala antalet lankar
uttrycks som
max _ (V[i,j], H[i, j]).

1<isn,1<j<n

Berdkningsordningen &r radvis uppifran och ned, parallellt i H och V.

Folding(B[l..n,1..n]) =
Imax < 0
for j <1 ton do
H[0,7] < 0; V[0,5] + 0
for i< 1 tondo
for j <1 tondo
INV V och H beridknade for alla rader < ¢ och pa rad ¢ for alla positioner < j;
Imax ar max av dessa.
Hl[i,j]+ 0
for k<1 to |j/3] do
INV Bli,j —3(k—1)+1..5] = 0; H[i,j] = maxi<p<k(V[i— 1,5 —3p+ 1]+ p)



if Bli,j —3k+3]=1or B[i,j —3k+2] =1or Bli,j — 3k + 1] = 1 then break

€ V][i—1,j—3k+1)+k> HJi,j] then Hli,j] « V[i—1,j — 3k + 1] + &
if H[i, j| > Imaz then Imax <+ HJi, j]
Vi, j] < 0
for k<1 to|[(n—3j+1)/3] do
INV Bli,j..j +3(k—1)—1] =0; V[i,j] = maxi<p<i(H[i — 1,5+ 3p — 1] + p)

if Bli,j+3k—3]=1or B[i,j+3k—2] =1or B[i,j + 3k — 1] = 1 then break

if H[i —1,j+3k — 1]+ k > V[i,j] then V[i,5] « H[i — 1,j + 3k — 1] + k
if V'[i, j] > lmax then Imax < Vi, j]
return Imax

Korrektheten for algortimen bevisas i tva steg. Den inledande argumentationen ovan visar
att rekursionerna och uttrycket for det optimala vérdet ar korrekta. Att pseudokoden be-
raknar rekursionerna korrekt och att berdkningsordningen &r okej ses enkelt med hjilp av
invarianterna for slingorna.

Tidskomplexitet: O(n?) eftersom vi som mest har tva nistlade slingor som gar upp till n och
en upp till n/3.

. Kan dmnet framstillas?

Det ar mycket svart att konstruera en rekursiv 16sning pa detta problem, och det svara &r att
man maste ta hand om cykler da ett &mne tycks behova sig sjalv for att framstéllas. Istallet
kan en iterativ 16sning konstrueras med hjalp av en ko for alla &mnen som kan bildas av
reaktioner som kan utforas (eftersom alla &mnen som behévs finns tillgéngliga, antingen som
ravaror eller som resultat av en redan gjord reaktion). For att vi ska veta vilka reaktioner
som beror pa ett &mne lagrar vi alla sddana beroenden i en k6 for varje &mne. Och for att
vi ska veta nér alla &mnen som en reaktion behover finns tillgdngliga s& infor vi en rédknare
for antalet behdvda dmnen for varje reaktion. Néar vi tar hand om ett &mne i huvudkon
(som allts& kan produceras) slar vi upp specialkon for det &mnet och gar igenom den. For
varje reaktion i specialkén minskar vi rdknaren av behévda &mnen med ett, och om réknaren
kommer ner till noll s& stoppas reaktionens resultatdmne in i kon.

Algoritmen blir sa hér:

ProduceSubstance(a[l..p], b, r[1..s]) =

// Varje reaktion r[i] bestar av resultatdmnet r[i].output och en méngd dmnen r[i].input

// som &r nodvindiga for att reaktionen ska kunna utforas.

// rawMaterial[i] &r en boolesk array som talar om ifall &mne ¢ &r en ravara.
// subsQueue[] r en ko for varje &mne som kan beh6va produceras. Kon bestar av dom
// reaktioner som beror pa dmnet, dvs har &mnet i sin input.

// neededSubsli] ar heltalsarray som anger antalet aterstiende dmnen som behévs for
// att reaktion i ska kunna utforas.

// mainQueue ar en ko {6r &mnen som kan genereras och som dérfér behéver gas igenom.

mainQueue < new Queue
for react <~ 1 to s do
foreach substance € r[react].input do
rawM aterial[substance] <+ false
subsQueue[substance] + new Queue
fori+ 1 topdo
rawMaterial[a[i]] +true

assert rawM aterial[i] dr sann for alla ravaror ¢ och falsk for alla andra &mnen som &dr med

if rawMaterial[b] then return true
for react + 1 to s do
no0 f NeededSubstances + 0
foreach substance € r[react].input do
if not rawMaterial[substance] then



no0 f NeededSubstances < noO f NeededSubstances + 1
subsQueue[substance].put(react)
if noO f NeededSubstances = 0 then mainQueue.put(r[react].output)
else neededSubs|react] + noO f NeededSubstances
while not mainQueue.isEmpty() do
substance < mainQueue.get()
if substance = b then return true
while not subsQueue[substance].isEmpty() do
react < subsQueue[substance].get()
neededSubs[react] + neededSubs|react] — 1
if neededSubs[react] = 0 then mainQueue.put(rreact].output)
return false

Forsta néstlade slingan gar igenom alla &mnen som ingar som indata i varje reaktion, vilket
tar linjar tid i n. Andra slingan gar igenom ravarunamnen i tid O(p) C O(n). Tredje slingan
gar igenom alla &mnen i alla reaktioner igen. Sista néstlade slingan gar igenom alla &mnen
som kan genereras och for varje sant &mne alla reaktioner det &mnet &r indata till. Det ar
ocksa linjart i n. Tidskomplexiteten ar alltsa linjar i n.

Detta &r forstas optimalt, for en trivial undre grans &r n, eftersom vi behéver titta pa alla
tal i indata for att kunna l6sa uppgiften.

Om det sokta &mnet b &r en ravara hittar algoritmen det (pd raden efter assert). Alla
reaktioner som kan genomféras med bara ravaror som behévda d&mnen kommer att laggas
in i mainQueue av slingan efter assert. Samtidigt lagras antalet beh6vda &mnen i reaktion
react i neededSubs[react] och react lagras i dom behévda dmnenas specialkder. Slutligen
gas mainQueue igenom. Varje &mne som ligger i kon kan genereras, och nér det behandlas
i kon kommer alla beroenden av det &mnet som indata i reaktioner att 16sas upp. Om det
sista beroendet for en reaktion dérmed l6ses upp sa laggs resultatet av den reaktionen in
i mainQueue. Pa detta sétt gar algoritmen systematiskt igenom alla reaktioner som kan
genomforas och stoppar nér det sokta dmnet b behandlas i kon. Om kon blir tom utan att
b behandlats betyder det att det inte gar att konstruera b, varfor algoritmen helt korrekt
returnerar falskt.



