Institutionen féor Matematik, KTH

Tentamen del 2

Numeriska metoder SF1511, SF1518, SF1519
14.00-17.00 15/12 2020

Inga hjalpmedel ar tillatna (ej heller minirdknare).

Rad for att undvika podngavdrag: Skriv l6sningar med fullstandiga meningar och utforliga motiveringar.
Del 2 rattas endast om del 1 ar godkénd.
Betygsgranser: D 10, C 20, B 30 och A 40 poéng, av maximalt 50 poang pa del 2.

10a. (7p) Bestdm ett polynom p(z) av grad tva som uppfyller
p(0) =0, p(1)=2, p@3)=0. (A)

10b. (8p) Bestédm ett polynom ¢(x) av grad tre som uppfyller villkoren (A) och &ven

/Olq(x)dx—S.

10a. Newtons ansats for det interpolerande polynomet dr
p(r) = ag + a1x + asx(x — 1).
De givna funktionsvirdena bestammer koefficienterna i p(x).
p(0) = ao =0,
p(l)=ap+a1 =2 = a; =2,
p(3) =ap+3a; +6a; =0 = ay = —1.

10b. Eftersom polynomet p(x) interpolerar de givna datapunkterna kan vi med hjilp av
Newtons ansats lagga till en tredjegradsterm som ar noll © datapunkterna. Polynomet

q(x) = p(x) + asz(x — 1)(z — 3)

kommer darmed ocksa att interpolera de tre punkterna. Vi anvdnder integralvillkoret for
att bestamma koefficienten as:

/OIQ(x)dx _ /Olpu)dﬁag/olx(x_ (& — 3)dr
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Detta ger att koefficienten az = %

11. Utsvéangningsvinkeln 6(¢) for en pendel, dvs. vinkeln mellan pendeln och lodlinjen, 16ser
differentialekvationen

0" (t) + o' (t) + gsin (A(t)) =0, (B)

dar g ar tyngdaccelerationen och « ér en friktionsparameter. Vi har att g = 9.82 och
a = 0.1. Vinkeln 6 mats i radianer. Pendeln slapps vid tiden ¢ = 0 fran vinkeln 10
grader, dvs. 6(0) = 7/18 (radianer). Vinkelhastigheten vid tiden ¢ = 0 &r noll, dvs.
0'(0) = 0.

11a. (5p) Skriv om differentialekvationen (B) som ett system av forsta ordningens differentialek-
vationer. Ange begynnelsevillkoren for detta system.

11b. (8p) Skriv ett Matlab-program som med metoden Framat Euler och steglingden h = 0.01
bestammer en approximation av #(10), dvs. utsvingningsvinkeln efter 10 sekunder, och
skriver ut denna approximation pa skérmen.

11c. (7p) Pa grund av friktionen sa avtar amplituden for pendelns svdngningar med tiden. I
pendelns vandlagen géller 0'(t) = 0. Kalla tiderna nér detta sker for t1,to,.... Skriv ett
Matlab-program som berdknar en approximation av tiden det tar tills svingningarnas
amplitud sjunker under 1 grad (= /180 radianer), dvs. det forsta ¢; sadant att |0(¢;)| <
7/180. Programmet ska skriva ut denna tid pa skdrmen.

11a. Infor funktionerna yi(t) = 6(t) och yo(t) = 0'(t). Pendelekvationen kan skrivas om

som foljande system av forsta ordningens differentialekvationer:
Vi (t) = (1),
Yo(t) — gsinyi(t) — aya(t),

med begynnelsevillkoren y,(0) = 7/18 och y,(0) = 0.

10b.

T=10;

N=1e3;

h=T/N;

g=9.82;

alpha=0.1;

y=zeros(N+1,2);



y(1,:)=[pi/18 0]; %hInititalkonfiguration
for n=1:N

y(n+1,:)=y(n,:)+h*[y(n,2) -g*sin(y(n,1))-alphaxy(n,2)];
end

disp([’Vinkeln efter 10 sekunder: ’,num2str(y(N+1,1))])

10c. Programmet nedan bestammer amplituden varje gang 0'(t) = yo(t) vazlar tecken,
dvs. da 0'(t) =~ 0.

h=0.01;

g=9.82;

alpha=0.1;

y=[pi/18 0]; %hInititalkonfiguration

Amp=pi/18;  %Initialisering
n=1;

while Amp>pi/180
y(n+1, )=y (n,:)+h*[y(n,2) -gxsin(y(n,1))-alpha*y(n,2)];
if y(nt+1,2)*y(n,2) <=0
Amp=abs(y(n,1));
end
n=n+1;
end

disp([’Tiden tills utsvangningen blir mindre an en grad: ’,num2str(n*h)])

12. Lat f(x) vara en tre ganger kontinuerligt deriverbar funktion.

12a. (7p) Visa att

. f(a'+'h)__ f(a'_’h> /
A 2h = ).

12b. (8p) Ange noggrannhetsordningen for differenskvot-approximationen W av f'(a).
Bevisa ditt pastaende.

12a. Vi skriver om differenskvoten genom att subtrahera och addera med f(a):

flath) = fla=h) _flat+h) = fla)  fla)=fla=h)  fla)  [(a)

2h 2h 2h 2 2

dar gransvardet foljer av derivatans definition.

da h — 0,



12b.  Centraldifferens har noggrannhetsordning 2. Fér beviset av detta pastaende se
sidorna 245 och 246 i ldroboken av Sauer.



