Armin Halilovic: EXTRA OVNINGAR Markovkedjor

Stokastiska processer

Definition. En stokastisk process dr en mangd (familj) av stokastiska variabler X (7).
Parametern ¢ar oftast (men inte alltid) en tidsvariabel.

Processen kallas diskret om X (%) ar en diskret s. v. for varje t.

Processen kallas kontinuerlig om X (?) ar en kontinuerlig s. v. for varje t.

Parameter tkan ocksa vara kontinuerlig eller "diskret" (dndligt eller upprakneligt antal t-
varden).

Markovkedjor i diskret tid

Vi ska betrakta en diskret stokastisk process X (t) idiskrettid t e{t,,t, t, ---}.

Om en fysisk process kan befinna sig i olika tillstand som vi betecknar med Exda
X(t;) =k betyder att processen ar i tillstdnd Exvid tidpunkten t =t..

Mingden av alla mojliga tillstand { Ex} kallas tillstdndsrummet.

Uttrycket

P[X (tn+l) = J | X (tn) = I]

betecknar 6vergangssannolikheten (transition probability) att systemet som ar i
tillstdndet E; vid tidpunkten t, befinner sigi E; vid nasta tidpunkt t_, .

Definition.

Markovkedja i diskret tid ar en diskret stokastisk process med diskret tid som uppfyller
Markov-villkoret:

For t, <t <t, <---<t,,

P[X(tn+1) = J | X(tn) =1,y X(tl) = il! X(to) = io] = P[X(tn+1) = J | X(tn) = i]-

Minneslésheten: Markovegenskapen (Markov - villkoret) betyder att
overgangssannolikheten P[X(t,.,)= j| X(t,) =i] beror endast av "nu-lage” d.v.s.

situationen vid tidpunkten t, och inte av vagen till detta tillstand. Vi sdger att processen
ar minneslos.

Definition. En Markovkedja d&r homogen om 6vergangssannolikheten
P[X(t,.,) = J| X(t,)] =] beror ¢j av tiden t, utan bara av tillstdnd E;, E;.

dvs
PIX(t) = j| X(t)]=i]=PIX(t,) = j| X (L) =i]=...= P[X(t,,) = j| X(t,) =i].

Vi ska i fortsattningen endast betrakta homogena Markovkedjor.
For en homogen Markovkedja kan vi beteckna
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p; =P(E; = E;) = P[X(t,,)=]j|X(t)=i] (0vergingssannolikheten)

och definiera 6vergangsmatrisen (transition probability matrix):

Py P Pis
p_ P P Py

Pai Pz Pss

dar Z Py =1 forvarje 7,d vssumman av alla elementi en rad ar lika med 1.
k

Ett satt att askadligt beskriva en Markovkedja ar att anvdanda en riktad graf med
overgangssannolikheterna.

Py P
Pr
W
P

Fran grafen kan vi pa enkelt sétt definiera matrisen och omvant, om grafen inte
innehaller for manga pilar.
For ovanstdende graf kan vi ange tillhérande 6vergangsmatris

P — |: pll plZ :| .
p21 p22

03 0.7
Exempel 1. Lat P = {O 10 9} vara 6vergangsmatrisen for en Markovkedja med 2
tillstand.
Rita motsvarande graf med 6vergangssannolikheter.
Svar:
0.3 0.7

09

S P

D
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Absoluta sannolikheter.
Den absoluta sannolikheten att processen befinner sig i tillstandet E; vid t=t, betecknas
med p;(n).
Alltsa
pi(n) = P(X(t,) =1)

Darmed tex p,(4) = P(X(t,) = 2) ar sannolikheten att processen befinner sig i tillstdndet
E; vid t=t4.
P, (0) ar sannolikheten att processen befinner sig i tillstdndet E; vid starttiden t= 0.

Sannolikhetsvektor :
Vid tiden t=t, befinner sig processen i ett av tillstanden E1, E2, .... med motsvarande
sannolikheterna , p,(n), p,(n),... som vi kan samla i en radvektor. Denna vektor kallar vi

sannolikhetsvektor.
Alltsa

p(n) =(p,(n), p,(n),...) ar en sannolikhetsvektor (probability vector). Notera att summan
av alla koordinater i en sannolikhetsvektor ar lika med 1.

p(0) = (p,(0), p,(0),...) &r en initial sannolikhetsvektor (start-sannolikhetsvektor )

som visar att processen startar i E1 med sannolikheten p,(0) , i E2 med sannolikheten
P,(0) o sv. Om processen sikert startar i ett visst tillstand Ex da 4r motsvarande

startsannolikhet lika med 1 och alla andra med 0.
Tex p(0)=(0.1,.0,0...) visar att processen sakert startari E; (d v s med sannolikheten 1

)

Relationer mellan p(n), p(0) och P:
p(1) = p(0)P

P(2) = PP = p(O)P°

p(3) = p(2)P = p(0)P’

p(n)=p(n-1)P
p(n) = p(0)P"

Med ovanstdende relationer kan man studera en Markovkedja med hjalp av startvektorn
p(0) och 6vergangsmatrisen P .

Stationara sannolikhetsvektorer

Definition. En sannolikhetsvektor G = (q,,q,,....) kallas stationdr sannolikhetsvektor
(steady -state probability vector) om den satisfierar ekvationen
g=0qP.

Om processen startar med en stationdr sannolikhetsférdelning p(0) = g da blir det
p)=aP=4g
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p(n) =q forallan.

For att bestimma (eventuella) stationdra sannolikhetsvektorer skriver vi
vektorekvationen (P = g pa komponentform och lagger till villkoret

Oy +0p +--=1.

Med andra ord loser vi systemet:
qP =4
g, +0, +---=1 (q ar en sannolikhetsvektor, summa koordinater =1)

OVNINGAR

Uppgift 1. Lat P beteckna dvergangsmatrisen for en Markovkedja i diskret
tid. Lat p(n) beteckna den (transienta) sannolikhetsvektorn,d v s

sannolikheten att Markovprocessen vid tidpunkten t=n befinner sig i
tillstand E;, E,.
Om startvektorn p(0) =(0.3, 0.7) sa

i) bestam p(1), p(2), p(3)

ii) bestam sannolikheten att processen dr i tillstdndet E, i tidpunkten
t=3
08 0.2 x 0.3 x 0.4
a) P= b) P= c) P=
05 05 04 vy y 0.11
x 0.2
d) P=
03 vy
Svar:
a) i) p()=(0.59,041), p(2) =(0.677,0.323), p(3)=(0.7031,0.2969)
ii) 0.7031
b) i) p(1)=(0.49,0.51), p(2) =(0.547,0.453), p(3)=(0.5641,0.4359)
i) 0.5641
¢) i) p(1)=(0.803,0.197), p(2) =(0.657,0.343), p(3)=(0.699,0.301)
ii) 0.699

d) i) p(l)=(0.450.55), p(2) = (0.5250.475), §(3)= (0.5625,0.4375)
i1) 0.5625

Uppgift 2. Lat P beteckna 6vergdngsmatrisen for en Markovkedja i diskret
tid med tre tillstand E , E, och E; .

Lat vidare startvektorn p(0) =(0.3, 0.2, 0.5).
i) Bestam p(1)
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ii) Bestdm sannolikheten att processen ar i tillstandet E, i tidpunkten
t=1.
01 09 O 02 x O 02 x O
ayP={ 0 05 05 b)P=| 0 y 04 oP=01 vy O
0 03 0.7 0 z 07 0 z O
Svar:

a) i) p(1)=(0.03,0.52,045)  ii) 0.52
b) 1) B(1)=(0.06,0.51,0.43) i) 0.51
©)1) B(1)=(0.08,0.92,0) i) 0.92

Uppgift 3. Ett system kan betraktas som en Markovkedja med tva tillstand E1 och E2
Om systemet under en dag ar i tillstdnd E1 sd 6vergar systemet nasta dag till E2 med
sannolikheten 0.05. Om systemet under en dag befinner sig i E2, ar systemet nasta dag i

samma tillstand, E2, med sannolikheten 0.08.
a) Bestdm dvergangsmatrisen
b) Rita tillstdndsdiagrammet med 6vergangssannolikheterna.

c) Bestdm sannolikheten att systemet ar i tillstandet E1 efter 3 6vergangar om systemet

startari E2

Svar:

{0.95 0.05}
a) P=

0.92 0.08

0.95 0.05 0,08

b) se figuren \/>

1 2

c)

N

0.92

Startvektorn ar p(0) =(0, 1) (eftersom systemet startar i E2).
Vi berdaknar

0.95 0.05
p() = p(0)P =(0,1 =(0.92,0.08
B = POIP = ( ){0.92 0.08} ( )
0.95 0.05

P(2) = B()P = (0-92’0'08){0.92 0.08

}: (0.9476, 0.0524)

0.95 0.05

p(3) = p(2)P =(0.9476, 0.0524
P(3)=p2)P=( ){0.92 0.08

}: (0.948428, 0.051572)

Sannolikheten att systemet ar i tillstdndet E1 efter 3 dvergangar ar 0.948428

Svar c: 0.948428
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0.3 0.7}

Exempel. En Markovkedja har évergdngsmatrisen P= {O £ 05

Bestam alla stationara sannolikhetsvektorer.
LOsning:

Lat g = (X, y) vara en stationar sannolikhetsvektor.

Da galler
gP =g och
X+y=1
Vi skriver qP = g pa komponentform:
03 0.7 0.3x+0.5y =x
(x,y) =(xy)=
05 05 0.7x+0.5y =y
och lagger till ekvationen
X+y=1 (g ar en sannolikhetsvektor)

Darmed har vi systemet:
0.3x+0.5y =x -0.7x+0.5y =0

0.7x+0.5y=y=4 0.7x-0.5y =0
X+y=1 X+y=1
Andra ekvationen ar samma som forsta.

A . : 7X . : . : : o
Fran forsta ekvationen har vi y = — som vi substituerari tredje ekvationen och far

X 12x 5
Xt+—=1>—=1=X=—.
5 5 12

Svar: q=(5/12, 7/12)
Uppgift 4. En Markovkedja har 6vergangsmatrisen
0.2 08 0.1 09 10
a) P= b) P= c) P=
06 04 06 04 01
Bestdm alla stationdra sannolikhetsvektorer.

Svar: a) q=(3/7, 4/7) b) q=(2/5 3/5) c) oindligt m&nga lésningar
G=( 1-t) dar 0<t<l.

Uppgift 5. En Markovkedja har 6vergangsmatrisen.

Bestam alla stationara sannolikhetsvektorer.
Svar: 4= (ﬂ 4955

69’ 1387 138
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