Armin Halilovic: EXTRA OVNINGAR Diskreta fordelningar

STOKASTISKA VARIABLER

Resultat till ett forsok ar ofta ett tal. Talet kallas en stokastisk variabel (kortare s. Vv.).

Definition 1. En reellvérd funktion definierad pa ett utfallsrum € kallas en (endimensionell)
stokastisk variabel.

Stokastiska variabler betecknas oftast med versaler X, Y, Z,... eller med grekiska bokstéver,
& (ksi eller xi1), n (eta),  (zeta).

Exempel: I en lada finns fem lappar med talet 40, tre lappar markerade med 80 och 12
lappar markerade med 90. Vi tar ut en lapp pa mafa. Mgjliga utfall ar foljande reella tal 40,
80 ,90. Vi betecknar resultat med X. D3 dr X en stokastisk variabel.

Sannolikheten att X far virdet x betecknar vi med P(X=x).

T ex P(X=40)=5/20 eller P(X=80)=3/20. I det hir fallet (dndligt antal mojliga utfall) kan vi
ange alla mojliga resultat med motsvarande sannolikheter:

X 40 80 90

P(X=x) | 5/20 320 12/20

DISKRETA STOKASTISKA VARIABLER

Definition 2 En stokastisk variabel kallas DISKRET om den antar numrerbart
(=upprikneligt) antal olika véarden.

Sannolikhetsfordelning for en diskret stokastisk variabel oftast anges med en tabell:

& X1 Xy e Xy

P& = x) D1 Dy Dk Zpk:l
K

Definition 3. Lat & vara en diskret stokastisk variabel. Funktionen p(x)= P(& = x) kallas
sannolikhetsfunktionen till ¢£.
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Definition 4. Lat ¢ vara en diskret stokastisk variabel. Foljande funktion
F(x) =P(<x)

kallas fordelningsfunktionen for &.

For en diskret s.v. kan fordelningsfunktionen bestdmmas genom att addera alla py for de xi
som dr mindre eller lika med x:

F(x)= Zp(xk)

X <x

VANTEVARDE OCH VARIANS for diskreta s.v.

VANTEVARDET for en diskret s.v. & betecknas m, p eller E (&), och definieras som

E($) =Zxk'pk

X
dir p, = P(§ = x)

VARIANSEN for en diskret s.v. & betecknas V(&) , Var, o2 eller s? och definieras som

V() = ) (o —m)py
k

STANDARDAVVIKELSEN f{6r en diskret s.v. & betecknas ¢ eller s och definieras som

o = +Variansen
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NAGRA VIKTIGA DISKRETA FORDELNINGAR

Fordelning Sannolikhetsfunk. | Vantevarde | Varians

P(& =x)
Binomial n) . . np np(1-p)
Bin(n,p) o P (1-p)

x=0,1,..,n
Poisson A A A
Po(2) ¢y

x=0,1,2,3..
Hypergeometrisk N\ N, np np(1— p)(N —n)
Hyp(N,n,p) _ N-1
N=N; +N, AEARTE 1\7 i
p=N/N [ J

n

OVNINGSUPPGIFTER
Uppgift 1.

I nedanstdende tabell finns sannolikhetsfordelning for en diskret stokastisk variabel &.
X1 | X2 | X3 | X4 | X5

g 3/4|5]|8]10
P(&= x) |02]01|03]|0.1/03

a) Bestdm vintevirdet och variansen och standardavvikelsen for &.

b) Rita stolpdiagrammet for tillhérande sannolikhetsfunktion p(x) = P(¢ = x).
¢) Bestidm och rita grafen till fordelningsfunktion F(x) = P(¢ < x).

d) Berdkna foljande sannolikheter:

P(4<£<9), P(4<&<L8), P4<é<8), P(A<E<Y),

P(c<8), P(E<8), P@A<q), P49,

P(£<10), P(&>10), P(E<-3), P(E>-3).

Ldsning:
a) VANTEVARDET:

m:E(g):zxk-pk=3-o.2+4-o.1+5-o.3+ 8-0.1+10-0.3 =6.3
k
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VARIANSEN: V(&) = Y (x, —m)? -p, =
(3—63)2-02+ (4—63)2-01+(5-6.3)2-03+ (8—63)2-0.1+ (10 —63)2-0.3 = 7.61

STANDARDAVVIKELSEN :

o = +Variansen =+/7.61 = 2.7586

b) Grafen till sannolikhetsfunktionen p(x) (stolpdiagram)

0,4

0,3

0,2 -

0,1‘ I
0 -

¢) Fordelningsfunktion F(x) = P(& < x) bestams av kumulativa sannolikheter:

0 om x<3
02 om 3<x<4
03 om 4<x<5
0.6 om 5<x<8
0.7 om 8<x<10

1 om 10<x

F(x)=
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Diskreta fordelningar

»
»

1 T C
0.7 T @
03 — o—
02 — o—
|| | | >
0 1 | |
3 4 8 10

Grafen till férdelningsfunktionen F(x)

d) Fran tabellen

3 3|4 |5]8] 10

P(=x) |02]/01]03/0.1]03

far vi:
P(4<£<8)=0.1+03+0.1=0.5,
P(4<£<8)=03+0.1=04,
P(4<£<8)=0.1+0.3=04,
P(4<£<8)=03,
P(£<8)=02+0.1+0.3+0.1=0.7,
P(£<8)=02+0.1+0.3=0.6,
P(4<£)=03+0.1+03=0.7,
P(4<£)=0.1+403+0.1+03=0.8,
P(£<10)=1,

P(£>10)=0,

P(&£<-3)=0,

P(&>-3)=1.
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Uppgift 2. Studentkéren pa KTH organiserar en spelkvill med nedanstdende lyckohjul.

Om hjulet stannar t. ex. pa den bla fiargen (sannolikheten for detta = 0.30) da fér spelaren 50
kr.

a) Bestdm priset per ett spel om studentkdren vill (approximativt) varken vinna eller férlora
pengar under kvéllen (dvs om de forvéntar nettoresultat=0 kr)

b) Man antar att karen séljer 500 spel under kvéllen. Bestdm priset per ett spel om
studentkaren vill ha (approximativt) total nettovinst = 5000 kr i slutet av spelkvillen.

Losning. Vi kan betrakta resultat (i ett spel) som en stokastisk variabel X med foljande
sannolikhetsfordelning

X 10 | 50 | 100 | 200
P(X=x) 0.40]0.30/0.20]0.10

a) Vi bestimmer vintevérdet for X som visar (approximativt) hur mycket en spelare far i
genomsnitt per ett spel.
E(X)=xp, +-+x,p,=10:0.40+50-0.30+100-0.20+200-0.10=4+15+20+20=59 kr.

b) Om man vill tjéna totalt 5000 kr denna kvill ( med 500 spel) da blir 5000/500=10 kr
nettovinst per spel.
Dérmed ar det sokta priset lika med 59+10=69 kr.

Svar: a) 59 kr. b) 69

Uppgift 3. (Hypergeometrisk fordelning)

Bland 15 produkter finns 5 defekta. Man viljer pa mafa 4 produkter.
Bestdm sannolikheten att fa

a) ingen defekt

b) exakt en defekt

¢) minst en defekt.

Ldsning:
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a)
(o) (&) _ 2
=t = — =0.1538
() 13
b)
5\ . (10
Q- G) 15( ;) = 0.43956
(4)
)
(g) ' (140) 2
1--"=F-=1-—— =0.8462
(%) 13

Binomialférdelning
Lat A vara en hindelse som intrdffar med sannolikheten p vid ett forsok.

A A

P(A)=p P(A°)=q (=1-p)

Vi upprepar forsoket n ganger och kollar hur ménga ganger A intriffar.
Lat & vara antalet ganger A intraffar vid n forsok.

Da giller

n n—x
Pe=n=()prA-p"" x=01-n
Vi séger att variabeln  &r binomialférdelad med parametrar n och p och betecknar

¢ € Bin(n, p).

Man betecknar ofta 1 — 0 = . Foregéende formel kan da skrivas kortare

P(¢=x)= (Z)pxq”‘x, x=0,1,--,n.

For en binomialfordelad s. v. £ med parametrar n (antalet upprepningar av ett forsok A) och
p (sannolikheten for ett forsok A) géller foljande formler

Vantevardet: E(¢) =np

Variansen: V(&) =npq

och standardavvikelsen: o =./npg
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Uppgift 4. (Binomialférdelning)

Vi planerar att producera 10 st produkter i en maskin. Sannolikheten for att en produkt blir
defekt ar 5%.

Bestdm sannolikheten att fa

a) exakt 1 defekt produkt

b) hogst 1 defekt produkt

c) minst 1 defekt

d) ingen defekt

e) alla defekta

Losning: Antalet defekta dr en s. v. som vi betecknar med ¢ .
Variabeln dr binomialférdelad med parametrar
n=10 ochp = 0.05 (ochq = 1—-p =0.95),

som vi betecknar ¢ e Bin(10, 0.05)

a) Sannolikheten att fa exakt 1 defekt produkt dr

10
pp=P(E=1)= ( 1 )p1q9 = 0.3151

b) Sannolikheten for hogst 1 defekt produkt &r pgy + p, ddr
10
Po=P(¢ = 0)= ( 0 )p°q1° = 0.5987

(p1 har vi berdknat i a)
Darfor giller att P( hogst en defekt) = py +p; = 0.9139.

C) P(minst endefekt) = p, +p, + - py
Eftersom py + p; + p, + - pp, = 1 harvi
P(minst endefekt) =p; +p, + - pp = 1 —py = 1—0.5987 = 0.4013

d) Sannolikheten for ingen defekt ar
10 0,10
Po=P(§ = 0)=(O)p q'° = 0.5987
e) Sannolikheten for alla defekta ar

10
po = P(E = 10) = (1()) p10q0 = 9.766 - 10~ 14
Svar: a) 0.3151 b)0.9139 c¢)0.4013
d) 0.5987 €) 9.766 - 10714 ~ 0

Poissonfordelning.

Poissonfordelningen anvénds oftast 1 modeller som beskriver antalet oberoende héndelser
under ett tidsintervall.
Om f06r en stokastisk variabel ¢ géller

P(§ = x) =i—9:e"1, darx=0, 1, 2, 3,...
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dé sdger vi att & dr Poissonfordelad med parameter A och skriver & € Po(A).

For en Poissonfordelad s. v. med parameter 4 géller f6ljande formler
Vantevardet: E(¢) =
Variansen: V(E) =xr

och standardavvikelsen: ¢ =21

APPROXIMATION av Bin(n,p) med Po(4).
Om n ar stor och p litet (tumregel n > 10, p < 0.1) i en binomialférdelning Bin(n,p) da
kan fordelningen Bin(n,p) approximeras med Poissonfordelningen Po(4) med A = np.

Uppgift 5. (Poissonfordelning)

Till en telefonvéxel ankommer i1 genomsnitt 90 anrop per timme. Vi antar att ankomster dr
Poissonfordelade. Bestim sannolikheten att exakt 2 anrop kommer under ett tidsintervall som
ar en minut langt.

Ldsning.

Viktigt: Parameter A ien Poissonfordelad s.v. & dr lika med véntevérdet E(E).

Vi har 1 genomsnitt 90 ankomster per timme och dérfor 90/60=1.5 ankomster per minut.
Vi betecknar antalet ankomster per minut med A. D& dr & € Po(A).

dir A = 1.5 ankomster per minut. Vi anvdnder formeln
X

_ _ -2
P({T - X) - x! e )
och substituerar A = 1.5 och x = 2.

1.52
P(f = 2) = Te LS = 0.2510

Uppgift 6. (APPROXIMATION. Binomiaiférdelning, Poissonfordelning)

Man ska tillverka 1000 produkter. Vad &r sannolikheten att fa exakt 2 defekta produkter
bland 1000, om felsannolikheten (sannolikheten att en produkt blir defekt) ar 0.003.
Losning:
Lat ¢ beteckna antalet defekta produkter. Da géller

¢ € Bin(1000,0.003).
Metod 1. Vi berdknar sannolikheten direkt (binomialfordelningen)

PE=0=( )P A-p)"" x=0,1,,n.
dvs

1000
Py = ( ) )pz(l — )98 =0.2242

Metod 2. Vi kan approximera sannolikheten med hjalp av Poissonfordelningen med
parameter A=np=1000-0.003=3.

x 2

N A T AP
P(E—x)~x'e =3¢ = 0.2240
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