Armin Halilovic: EXTRA OVNINGAR Kontinuerliga fordelningar

KONTINUERLIGA STOKASTISKA VARIABLER
( Allmént om kontinuerliga s.v.)

Definition 1. En stokastisk variabel £. kallas kontinuerlig om fordelningsfunktionen
F(x) =P(E<x)

ar kontinuerlig.

Egenskaper av fordelningsfunktion:

1) Fordelningsfunktionen F(X) ar en vixande funktion.
2) 0<F(x)<1

3) lim,_ ., F(x) =1 ,eller kortare, F(x)=1

4) lim,,_,, F(x) =0, eller kortare, F(—o) =10

Sannolikheten att en kontinuerlig s v har vérden i ett intervall (a,b] berdknas enkelt med hjlp
av F(x)

P(a< (< b)=F(b) — Fa).
Vi bevisar nu att sannolikheten att en kontinuerlig s.v. & antar exakt ett givet virde &r alltid
lika med 0. (Till skillnad frén diskreta fordelningar ddr ndgra punkter bar sannolikhetsmassa)

Sats. Om & dr en kontinuerlig s.v. och b ett reellt tal dd ar P(&=b)=0.

Lat a, b vara reella tal. Eftersom {X:&=b} c {X:a <& <b}har vi
0<P(=Db)<P(a<&é<b),dvs
0<P(=b)<F()-F(a). (¥

Eftersom F(X) dr kontinuerlig giller ling F(a)=F(b). Omvi laiter a— b far vi fran (*)

0<P(=b)<F(b)- lirré F(a) (=F(b)-F(b)=0)eller
0<P(=b)<0,

med andra ord P((=b)=0 (V.S.B.)

Foljdsatsen:

Om & ér en kontinuerlig s.v. da ar
Pla<i<b)=P@<i<b)=P@<i<b)=P@<i<Db).

(Vi ser aterigen skillnad mellan diskreta och kontinuerliga fordelningar.)
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Definition 2. Om funktionen F (x) dr deriverbar (eventuellt utom i dndligt antal punkter)
da kallas derivatan

fx) = F'(x)

tiathetsfunktionen ( eller frekvensfunktionen) for variabeln &.

Egenskaper: Tithetsfunktionen(=frekvensfunktionen) f (x) &r en positiv funktion
(eftersom F(x) &r védxande) .

Enligt definitionen géller f(x) = F'(x) (eventuellt utom i dndligt antal punkter).
Vi antar i var kurs att f(x) ar integrerbar pa varje intervall [a,b] . Med séddana
antaganden giller

b b
] f(x)dx = f F'(x)dx = [F(x)]5 = F(b) — F(@) = P(a< £ < b).

Darmed

P(a<&<b)=F()—-FQ@)= f f(x)ax.

Alltsa, om vi har f(X) kan vi berdkna sannolikheten P(a <& <h) med hjélp av integralen

f; f(x)dx. Om bade f(x) och F(x) ar kdnda sa ar sjalvklart enklare att berdkna
sannolikheten P(a < & <b) med hjilp av fordelningsfunktionen F(x), dvs

Pla<&<b)= F(b)-F(a)

Samband mellan areor under tithetsfunktionen och sannolikheter

0,5

/""“ . (%)

yd A

- Arean \““l

a h

Arean som markeras i ovanstdende bild (formeln fran analysen) berdknas enligt f6ljande:

Arean = fab f(x)dx.
Vi har visat ovan att f: f(xX)dx=P@<&<b).
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Darfor giller : P(a < § < b) = arean under tithetsfunktionen ovanpa intervallet [a,b] .

Om vi latera ga mot — oo och b gd mot + oo fér vi
P(— o0 < £ < 0) = arean under hela tithetsfunktionen.

Déarmed ar arean mellan x-axeln och kurvan y = f(x) lika med 1.

P(—oo<ESoo):f f(x)dx = F(0)—F(=0) =1—-0=1.

0,54

,/.
.~ Arean=1 .

-0,5

Bestimning av F(X) om f(X) dr given.
Vi har visat ovan att F(x)—F(a) = I f(t)dt. (Vibetecknar ovregrinsen med X och darfor

betecknar vi variabeln i1 integranden med en annan bokstav, t.)
Om vi later a ga mot — oo far vi ( eftersom F(—0)=0)

F(X)-0= j f (t)dt

dvs

X

F(x)= j f (t)dt

—00
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Approximation av sannolikheten P( x<¢ <x+Ax) om Ax ér litet:

f(x)

/N ]

X x+4x

Om Ax ér litet sd ar skuggade arean approximativt lika med arean av rektangeln med basen Ax
och hojden f(x). Darfor kan vi anvianda foljande approximation

P( x<€ <x+Ax) = f(X)AX.
Vi kan diskretisera en kontinuerlig stokastisk variabel & genom att approximera arean under
frekvensfunktionen med rektanglar med sma baser Axy=AX.

>
/ x

Xk
Vi kan betrakta en diskret s.v. X som antar viardena Xx med sannolikheterna py=f(xx) Ax. Da &r
véntevdrdet av den diskreta s.v. X lika med z X Py = Z X, F (X, )AX. Om Ax ar litet da &r
k k

Z X, (X )AX= jxf (x)dx (om integralen existerar). Detta motiverar foljande definition.
k

—0

VANTEVARDET for en kontinuerlig s. v.& betecknas m, p eller E(&) och definieras
enligt foljande

p=E(&)= [ xf(x)dx

Pé liknande sétt motiveras definitionen av variansen av en kontinuerlig s.v.

VARIANSEN av en kontinuerlig s. v. & betecknas V(&) , Var, a2 eller s? )

V(&)= [(x=p* F(0dx = X* F (x)dx — 27

—00

STANDARDAVVIKELSEN : ( Betecknas o, s,ellerD(&))
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o = VVariansen

MEDIANEN definieras som losningen till ekvationen
F(x) =0.50

Medianen delar arean under frekvensfunktionen ( eller tithetsfunktionen) f(x) itva lika
delar. Om frekvensfunktionen dr symmetrisk da sammanfaller medianen och medelvérden.

VANTEVARDET for en funktion g(X) av en s.v. X :

E(9(X)) = [ 9(x) f (x)dx

Vi sdger att en s.v. X dr icke-negativ (positiv” i boken) om X >0,

INTENSITETEN f{or en kontinuerlig icke-negativ stokastisk variabel X definieras av

A(X) = f(x)

——, forx>0
1-F(x) '

OVNINGSUPPGIFTER

Uppgift 1. Den stokastiska variabeln & har frekvensfunktionen (tdthetsfunktionen)
F(x) = (a+1)x>, 0<. x<1
0 for dvrigt

a) Bestdm parametern a.
b) Berdkna P(0.1< £<0.3).

Losning:
a)
1 2 (a+D)x31t (a+1)
fo(a+1)de—1:>[—3 ]0—1:> —=1=a=2
Dérmed
2

F(x) = 3x°, "Ofx-<1

0 for ovrigt

b) [)73x%dx = [x*]§] = 0.3% - 0.13 = 0.026.

Uppgift 2 En stokastisk variabel & har tithetsfunktionen (frekvensfunktionen)
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0 , x<0
f(x)=<a(10-x) , 0<x<10
0 , Xx>10

a) Bestdm konstanten a.
b) Vad ar sannolikheten att £> 8 ?

c¢) Bestam vantevardet E(&).

Losning:

a) 1joa(lo Xdx =12 | aox - ) 1021 2a = !
) 2710 50

b) P(§>8):1J9—(10 x)dx_[—(lo —_)TO 215_004

1 1 1 x* [10 10

) E)=|x-—(10-x)dx=[—(10x-x*)dx=—(5x*-")| =—

) E@©) j 510 !50< Jix = - (5%* =) ==
Svar: a)a= i b) 004 ¢ E
50 3

Uppgift 3.
En stokastisk variabel £ har foljande tathetsfunktion (frekvensfunktion)

sin X 0<x< z
f(x)= T2
0 for ovrigt.

Bestim vintevirdet E(§), variansen Var(§) och standardavvikelsen o.

Losning:

/2
: : /2
u=E()= IX81n xdx = (part. int.) = [sm X —Xcos X] 0 =1,

0
For variansen anvander vi formeln

Var (&) = szf(x)dx —u’.

2 /2
J.X sin Xdx = (part. int. 2 gdnger) = [—X cosX+2Xs1nX+2(:osX] =1z -2

/2

Var(£)= [X’sinxdx -4’ =7 -2-1=7-3~0.14159

Standardavvikelsen for ¢ :
ar(&) =0.376
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Uppgift 4. En stokastisk variabel { har foljande fordelningsfunktion
(1—e™3 forx =0
F(x)—{ 0 forx <0

Bestam

a) medianen,

b) tithetsfunktionen (frekvensfunktionen) f(x)
¢) vantevardet E (§).

d) sannolikheten P( 2 < & < 5)

Losning:
a) Medianen dr 16sningen till ekvationen
F(x) = 0.50.

l—-e¥=1/22e3*=1/2= —3x= In(1/2) = x= m(_lga = x= m;Z)'
In(2)
3

Svar: a) Medianen=
37, x>0
0 x<0

Anmirkning: Det dr oviktigt hur vi definierar f(0) eftersom & &r en kontinuerlig s.v.

b) Frekvensfunktion f (x) = {

¢) E(¢)= Txf (x)dx = TSxe‘“dx

{ partiell integration

u=3x, v =e3
e—3x

-3

u=3, v=

f3x8‘3xdx =uv—fu’vdx = —xe 3% +fe‘3xdx = —xe ¥ —

Darfor

Svar: ¢) E(&) :é

d) Sannolikheten P( 2< § < 5)=F(5) —F(2)
=(1-e ) —(1-e% =e°—e715 ~0.002478.
Svar: d) 0.002478

Uppgift 5. Bestim konstanten c sé att
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_°
fF(X)=14x=-2"
0 for ovrigt

blir en tithetsfunktion.

2<X<5

Losning:

f (X) maste satisfiera villkoret: Arean=1 dvs I f(x)dx =1.

Forst berdknar vi integralen

o) 5
C
Arean= | f (x)dx = | ——dx
L (X) Im
103
3 30 -1 12
=jiim=ja2dr:3— =2¢4/3.
0 t 0 l
L

Fran ekvationen Arean=1 har vi 2C\/§ =l=c=

Svar: ¢ = L ~ (0.2887

243

—0

Substitution x -2 =t, dx=dt,
Grinser: x=2=t=0,
X=5=>1t=3

243"

Uppgift 6. Rita tithetsfunktionen f(X) till s.v. X och bestdm fordelningsfunktionen F(X)

om
X/2 om0<x<2
f(x)= .
0 for ovrigt
Rita dérefter fordelningsfunktionen F(X).

Losning:
0 om X<0
X/2 om0<x<2
a) f(x)= .. =3X2 om0<x <2
0 for ovrigt .
0 for x>2

Grafen till tathetsfunktionen f (X):

f(x)

-1 0 1 2

Lad

8av 12



Armin Halilovic: EXTRA OVNINGAR Kontinuerliga fordelningar

Vi bestammer fordelningsfunktionen med hjilp av formeln F(x) = j f(t)dt.

Eftersom f(X) &r definierad med separata formler i tre intervall még‘; vi, vid berdkning av
integralen I f (t)dt betrakta tre fall:

Fall 1: on, Fall2: 0<x<2 och Fall3: x>2.

i) Falll, x<0

]
ot
(=]
[
b2
(%)

Om x<0 da giller f(x)=0.

j.OdtzO.

—®

Detta ger F(x) = I f(t)dt=

i) Fall2, 0<x<2.

£(x)
IM
-1 0 1 t 2 3

Vi anvinder igen samma formel F(X) = J f (t)dt men, i det hér fallet, delar vi integralen

—0o0

X

_[ f(t)dt itva delar (eftersom vi integrerar 6ver intervallet dar f(X) beskrivs med tva

formler). Vi har

F(x) = j f(t)dt = T f(t)dt+;[ f(t)dt:iOdHE%dt:OJ{;K:XIZ.

—00 —00

1) Fall 3), x>2.

f(x)
1%
! S - ‘h‘
-1 0 1 2 x 3
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X

I det hér fallet delar vi integralen I f (t)dt itre delar (eftersom vi integrerar over intervallet

dar f(X) beskrivs med tre formler).

Vi har

X 0 2 X 0 2t X t2 2
F(x)= | f(dt= | f(t)dt+| f(t)dt+| f(t)dt= [Odt+ |—-dt+|0dt=0+|—| +0=1.
(0= [ f(odt= ] fod+ [0t [ F(dt= [odts [ de | MO

Sammanfattningsvis har vi

0 om X<0
2

F(x)= XT om 0<x<2

1 om XxX>2

Grafen till fordelningsfunktionen F(X).

F(x)
-1 0 1 2 3

Uppgift 7. Rita tithetsfunktionen f(X) till s.v. X och bestam fordelningsfunktionen F(X)
om

X om 0<x<1
f(X)=42—-x om l<x<2
0 for Ovrigt
Rita ddrefter fordelningsfunktionen F(X).

Svar:

i) Grafen till tathetsfunktionen f (X):

f(x)
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0 om X<0
2

— om 0<x<1

i1) Fordelningsfunktionen F(X)= X2
—1+2X—? om l<x<2

1 omx > 2

ii1) Grafen till fordelningsfunktionen F(X).

Fx)

Uppgift 8. En stokastisk variabel X har fordelningsfunktionen

4
F(x) = 1—? omx>2
0 X<2.

Berdkna a) medianen och b) véntevérdet (medelvirdet) till s.v. X.

Losning:

a) Medianen bestimmer vi genom att 16sa en av foljande ekvationer:

F(x)=0.5 eller jf(x)dx=0.5.

—0

I vart fall ar det enklare att 10sa

F(x)=0.5:>1—12=0.5:>i=%:>x2=8:>x=i«/§,
X

X2

Eftersom x >2 viljer vi X = V8 ~2.828.

b) Medelvirdet till s.v. X. berdknas med hjilp av foljande formel
E(X) = jxf (X)X .

Forst méste vi bestimma tathetsfunktionen
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8Xx> omx>2
f(x)=F'(x)=
w=r={" o
Nu kan vi berdkna
E(X)= [xfF(x)dx = | x-8x°dx = | 8x?dx =|—| =-0+4=4.
00= Jxt0ot = [x-wa= forcan= | B3

Svar: a) medianen é&r /8 ~2.828 b) véntevirdet (=medelvirdet)=4

Uppgift 9. Livsldngden hos en viss transistortyp dr exponentialfordelad s.v. med
1-e7? omx>0
0 X <0.

a) Bestdm sannolikheten att en sadan transistor (slumpvis vald) har livsldngden som é&r
storre dn 1 ar.

b) Man kdoper 5 transistorer. Bestdim sannolikheten att minst 4 av dem har livsldngden som ér
storre dn 1 &r.

fordelningsfunktionen F (X) = {

Losning:

a) p=P(X>D)=1-P(X <) =1-FX)=1-(1 —e"?)=e"* 2 0.60653.
b) Lat Y beteckna antalet transistorer bland dem 5 kdpta som har livsldngden storre dn 1 ér .
Dadr Y eBin(5,p) dir p =0.60653 och gq=1-p~0.39347.

5 4 5 540 4 5
PY >24)=P(Y =4)+P(Y =5)= 4 p'q+ s p°q =5-p'g+p
=0.26625+0.08208 = 0.3483.

Svar: a) 0.60653
5 5
b) (4) p*g+ (SjquO =5-p*g+p’ =0.3483

Uppgift 10. Den s.v. X har tithetsfunktionen f(x)= 3e_3x, x>0,
Berikna vintevirdet E(g(X)) dir g(X) = e

Losning:

_OC _OC -2x -3x _30 -5x _ 675X OO_ _ _é _i
E(g(X))_.[Og(x)f(x)dx_.([e 3e dx—_(|)'3e dx—{3 5}0_0 9=+

Svar: 3/5
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