Armin Halilovic: EXTRA OVNINGAR Minstakvadratmetoden.

MINSTAKVADRATMETODEN

INLEDNING ( fran linjar algebra)
Lat
a, X, +a,X, +---a, X, =b

1n“*n

Ay X, + Ay X, +---8,, X, =D,

2n"n

A X +8,,X, +o 8, X, =b,,

mn“'n

vara ett olosbart system (dvs. ett system som saknar l6sning).

Vi kan skriva systemet pa formen

Ax=Db (sys 1)

déar
a, a, .. a, X, b,
a a .. a X

A= 21 22 2n X= .2 och b= .2
a‘ml a‘mz amn Xn bm

For en vektor x kan vi betrakta den sa kallade residualvektorn

rx)=Ax-b (*);

Uttrycket | r |= \/ r’ +r/ +---+r2 visar hur pass val en vektor x satisfierar systemet.

(Om systemet (sys 1) har en 16sning Xoda ar r (Xo) = Axo—b=0)
Om systemet ar oldsbart da kan vi bestamma en vektor X, som minimerar langden av
residualvektorn dvs som minimerar uttrycket

Ir|= \/rf N R TR
Approximationen med den har metoden kallas minstakvadratmetoden.

MINSTAKVADRATMETODEN:

Vi multiplicerar (sys 1)

Ax=Db

fran vanster med transponatet A", och far

ATAx=A"b  (sys2), sa kallade normalsystem.

Dérefter l6ser vi det nya systemet ( sys 2); ldsningen till (sys2) minimerar langden av
residualvektorn.

Egenskaper for normalsystemet:

1. Normalsystemet ar kvadratiskt, n ekvationer och n obekanta

2. Normalsystemet (sys2) &r alltid I6sbart och kan ha exakt en eller odandligt manga
I6sningar.

3. Om normalsystemet har oandligt manga I6sningar da varje sadan 16sning minimerar
residualvektorn.
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Exempel 1.
Systemet
X+y=1

X+y=2
X+2y=2
X+2y=3
ar uppenbart oldsbart.

X

1) Bestdm den vektor X, :{ } som minimerar residualvektorn.
y

i) FOr detta x,,, bestam residualvektorn r(Xm)=AxXm-b.

Ldsning

a) Vi skriver systemet pa matrisform Ax=b

11 1
1 1(x 2
= *)
1 2|y 2
1 2 3

b) Systemet (*) multiplicerar vi med AT och far normalsystem ATAx = ATb dvs:

11 1
111 1)1 1x] [1 11 1]2
112 2)1 2y] [112 2]2
_ 12
4 6| X 8
6 10|y| |13 (normalsystem p& matrisform)

Vi skriver systemet pa formen

4x+6y =8
{x+ y ()

6x+10y =13

och far l6sning till (**) x=1/2 och y=1.

. 1/2
Alltsa x,, = e

11 1| |3/2 |1 1/2
1 1(1/2| (2] |3/2] |2 -1/2

i1) Residualvektorn ar r(Xm)=Axm-b = - _|= - _|= och
1 21 2| |5/2| |2 1/2
12 3| [5/2] |3 -1/2

“felet” = [r(xm)|= y/(1/2) + (~1/2)? + (1/2)* + (-1/2) =1.
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KURVANPASSNING MED MINSTAKVADRATMETODEN.

Y

Vi kan anvanda minsta kvadrat-metoden (MK-metoden) for att anpassa en kurva y = f (X)

med okanda koefficienter (tex y =ax+b, y=ax?+bx+c eller y = ae™) till

experimentdata ( matdata) Y= (y1,Y2,.....Yn) , X= (X1,X2,.....Xn)
Vi bildar ett ekvationssystem

f(xl) =Y
f(Xz) =Y,
f(x.,) =Y,

med okanda koefficienter a,b,......
Eftersom alla punkter (x,,Y,) inte ligger (i allmanna fall) pa kurvan y=f(x) saknar systemet

16sning.

Vi anvander MK-metoden och bestammer koefficienter a,b,.... s& att kvadratsumman
n 2

DIy, — F(x)] (kv.s)

k=1

minimeras. ( Detta ar ekvivalent med att langden av residualvektorn minimeras.)

Kurvan y = f(x) kallas, inom statistiken, regressionskurvan.

Typen av kurvan (tex y=ax+b, y=ax*+bx+c, y=ae™,..) bestimmer vi enligt
teoretiska kunskaper om problemet som vi undersoker. Om det saknas teoretisk modell sa
plottar vi punkterna (X, ,Yy,) och darefter véljer vi kurvans typ. Vi kan &ven testa flera

modeller och kolla vilken som gér minsta felet enligt ( kv.s).
Exempelvis, i nedanstdende Fig 1 med punkterna (x,,Y, ), kan vi anta att det finns ett linjart

samband y =ax+b, mellan X och Y. Sambandet i Fig 2 &r uppenbart inte linjart. Vi kan t.
ex. forsoka gora kurvanpassning med kurvan y = ax* +bx+c.

Y
Y

Fig 2
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LINJARA MODELLER

Anpassning av y =a+bx till matdata X, Y.

METOD 1 (lin alg)
Vi bildar ett ekvationssystem

ax, +b=y,
ax, +b=y,
ax, +b=y,

o . a
med okénda koefficienter a och b. Darefter skriver vi systemet pa matrisform A{b} =B

dvs

X 1 Y1

X, 1l|a

2 { } Yol (sys)

X, 1 Y
Dérefter multiplicerar vi matrisekvationen med AT och Idser systemet
ATA= A'B (sys 2)

Vi ser fran sys 1 att efter multiplikation med AT sys 2 kan skrivas p& formen

BRI I

REGRESSIONSKOEFFICIENT

C(X,Y)

0,0,

Regressionskoefficient r = anvands som ett métt pa hur stark ar LINJART samband

mellan variablerna.
Uttrycket i taljaren C(X,Y) :%(Z(Xk -X)(y, —¥)) kallas kovarians.
n —

Egenskaper: —-1<r<1.

Om punkterna ( xi, yi) ligger exakt pa linjen y=ax+b och a > 0 (resp a<0) da ar r=1 ( resp r=-
1).

Ju nérmare r = 1 ( eller —1) desto starkare linjart samband mellan X och Y.

Om r ar néra 0 da finns det inget linjart samband mellan X och Y ('men da kan finnas ett
annat ickelinjart samband mellan variablerna t ex polynomial, expotential, logaritmiskt eller
trigonometriskt samband).
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Exempel 2. ( Linjar minstakvadratanpassning)
a) Anpassa linjen y = ax+b enligt minsta kvadrat-metoden till métdata

X 0 1 2 3

Y 2 1 1 4

och bestdm langden av residualvektorn.
b) Berékna kovariansen

CX¥) =2 (% = R - )

( Ekvivalent formel C(X,Y) = ﬁ(z XY, — NXy)

c) Berdkna korrelationskoefficienten r = C(X.Y) .
0,0,

Ar det rimligt att anta att det finns ett linjart samband mellan s. v, X och Y?

Losning: (Lagg marke till att a och b ar obekanta.)

Vi substituerar

X 0 1 2 3

Y 2 1 1 4
i ekvationen ax +b =y och far foljande ( olosbart) system
Oa+b=2 01 2
la+b=1 . o : 1 1| |a 1

som vi kan skriva pa matrisform . =
2a+b=1 2 1/ |b 1
3a+bh=14 31 4
) . ) . ; 101 2 3 ,

Vi multiplicerar ekvationen fran vanster med A’ = 111 och far

14 6| |a 15 .
. = som kan skrivas som
6 4||b 8

{14a+ 6b =15 . {14a+ 6b =15 {14a+ 6b =15

= =5a=3=>a=3/5=>b=11/10
6a+4b=8 3a+2b=4 —-9a-6b=-12

Vi ritar punkterna och linjen i samma koordinatsystem:
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Minstakvadratmetoden.

3_
2"/
1 - .

3. 11
Svara: y=—X+— ; I=
5 10

b) Svar: C(X,Y) :ﬁ(z‘xkyk — Nxy) = %(15-4-1.5-2) =1

L_CXY) 1

-9/10
7/10
13/10

-11/10

c)

och |r|~2.05

= =0.5477
o0, 12914142

Vi kan acceptera antagande om ett linjart samband om r ligger néra 1 eller -1.
| vart fall &r r=0.5477 langt fran 1 och darfor kan vi inte pasta att det finns ett linjart

samband mellan X och Y.

Exempel 3. (minstakvadratanpassning med en parabel)

a) Anpassa linjen y = ax® + bx + ¢ enligt minstakvadratmetoden till méatdata

X 0 1 2 3
Y 2 1 1 4
och bestam langden av residualvektorn.
Losning:
Vi substituerar
X 0 1 2 3
Y 2 1 1 4

i ekvationen ax? +bx +c =y och far féljande ( oldsbart) system

0a+0b+c=2 0
la+lb+c=1 . L : 1
som vi kan skriva pa matrisform
4da+2b+c=1 4
9a+3b+c=4 9

Vi multiplicerar ekvationen fran vanster med A" =

w N

=)
I
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Minstakvadratmetoden.

98 36 14| |a 41
36 14 6 |-|b|=|15
14 6 4| |c 8
Hérav ( efter mycket berdkning)

a=1,b=-12/5, ¢=21/10 och

y = x* —(12/5)x +21/10.

Absolutbeloppet av residualvektorn=
0 01 2 1/10

111 1 _|-3/10| [20
| | -12/5|-] 7 |= = ~0.4472
4 21 1 3/10 100

21/10

9 31 4 -1/10

Anmarkning: Felet i den linjara approximationen i exempel 2 &r ¢ a 5 ganger storre.
Vi ser i nedanstaende graf att parabeln, pa ett bra satt, approximerar givna punkter mycket

battre an linjen i exempel 2.

Grafen till punkterna och parabeln y = x> —(12/5)x + 21/10:

A




