Armin Halilovic: EXTRA OVNINGAR Fodelse-dédsprocesser

FODELSE - DODSPROCESSER

En fodelse-dddsprocess ér en kontinuerlig Markovkedja som karakteriseras av att endast
overgangar mellan narmaste tillstand ar tillatna som i nedanstaende figur.

Ay A A A .; by
OO
Ml L s s #

Motsvarande Q-matrisen ar

-4 Ao 0 0 0--

H =+ 4) A 0 0.

Q= 0 H, (1, + 4,) A 0.
0 H — (13 + 43) Ag-

Konstanter 4,,4,,4,,... kallas fodelseintensiteter medan s, 4,, 145, .. ar dodsintensiteter.

En fodelse-dodsprocess kan ha andligt eller oandligt antal tillstand.

Den stationara sannolikhetsvektorn p = (p,, Py, P, Ps.---) far vi ur systemet
pQ=0, (ekva)
Po+ P+ P+ P +-e=1 (ekV b)

Fran (ekv a) har vi

— APy + 4P, =0, (ekv 1)
AoPo = (4 + ) Py + 1,0, =0, (ekv 2)
APy = (4 + 2,) Py + 1305 =0 (ekv 3)
A0, — (a5 + A3) Py + 14,p, =0 (ekv 4)

Ovanstaende system ar ekvivalent med foljande system:
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— AgPo + 4P, =0, ekv A (=ekv 1)

— 4Py + #,P, =0, ekvB (= ekv A+ ekv 2)
—A,P, + 1P, =0 ekv C (=ekv B+ ekv 3)
— A3Ps + 44,p, =0 ekv D (=ekv C+ ekv 3)

Fran ekv A, B, C, D... kan vi uttrycka sannolikheterna p,, p,, ps,..-

P = i Po s
H
p2:£p1: Ao Po
H Ht,
Ps = Ul P, = Jolits. Po
H Mo g
_ /1n_1 _ /1011/12 “';t(n—l)
P, = Pha=—"""""0
Hn My = Hy
1A
Alltsa p, = 22w
Mo s 1y
)
Vi substituerar p, = Fohds Aoy p,, Nn=0,1,2,3...i ekvationen
g 1y

Pot Pt Pt p3+"':11

och far p,.
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Uppgift 1. En andlig fodelse-dodsprocess definieras nedan.

ONONONG

4 5

a) Bestam p,, p,, P,, P;
Ldsning:

Forst uttrycker vi p,, p,, P, som funktionerav p,:

5
plzipo:_po:l-ZSPO (*)
H 4
/1021 5.4
= = — :1
o= P = g Po=1m:
A 5.4.2
P; = %ﬂi 2 = po=0-2po

oy 4-5-10

For att bestamma p, substituerar vi (*) i villkoret p,+ p,+ p,+ p; =1.

Vifar p,+1.25p, +1p, +0.2p, =1 .

Harav 3.45p, =1 och darfér p, = ﬁ =0.2898550725.

Vi har beréknat p, =0.2898550725. Med hjalp av (*) ar det nu enkelt att berdkna alla andra

sannolikheter p, :
p, =1.25p,=0.3623188406
p, =1p,=0.2898550725
p, =0.2p,=0.05797101449
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Svar: (p,, P, P, P,)=(0.2898550725, 0.3623188406 0.2898550725, 0.05797101449)

Uppgift 2. Ett kosystem med max 3 kunder kan modelleras som en fodelse-dodsprocess vars
diagram &r

6 4 2
S ——g S ———g <3&:£;::>
2 5 10

a) Berdkna p,, P;, P,, P;

b)Berékna medelantal kunder i systemet.

Tips: Medelantal kunder i systemet N= 0- p, +1-p,+2-p, +3- p,.

Svar:

a) (P,. Py P, Ps)=(0.1453488372, 0.4360465116, 0.3488372093, 0.06976744186)

b) N=1.343023256

Uppgift 3. Betrakta en fodelse- dodsprocess med oandligt manga tillstand.

Fdodelseintensiteter 4 och dodsintensiteter g ar definierade enligt nedan.

)] Bestdm den stationéra sannolikhetsvektorn.
i) Bestam (den stationara) sannolikheten att processen ar i tillstand 3

a)z,:zo, i=0,1,2,3,... b)z,:a, i=0,12,3,...
4 =25 1=123.. 1 =8, i=12.3,..
C)z,lzlo, i=0,123,..
4 =40, i=123,..
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Tips. Anvand formeln for den odndliga geometriska summan
2 3 1 5
1+ X+ X +X +...:l— som gallerom |x|<1.
- X

Losning a:

Forst uttrycker vi p,, p,, P;,... som funktionerav p,:

=i :Q =£ *
Py ﬂlpo 25po 5po *)

Jod . 20-20 _(4j2p

pz:ﬂiﬂz 0—25_25p0— 5
YW 20-20-20 4Y’
Ps = 0o~ Po=| 2= Po
YT Ty 25-25-25 5

For att bestamma p, substituerar vi (*) i villkoret

P, + P, + P, + Ps +---=1 och far

4 4y 4y’
po"’gpo"' 5 Po + 5 Po+--=1.

Vi bryter ut p,

o[£ (2 -

och anvénder formeln for den oandliga geometriska summan 1+ X + x> + X% +...= T x med
—X

X =% (notera att | x| <1).

Vi far p, % =1 och ddrmed p,=1-
1- -
5

(SN
Ul

Med hjélp av (*) beraknar vi nagra p, :
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o —(4) p -18.1_16
27\5) "™ 25 5 125

(ﬂj _ 64
Pa=\5) P~ 625

Svar:

) ) Pol(Cipct o) i) Py
b) 1) 5:(%,%,%,22—;6,...) i) p3:22_576
&0 5:(%’%’6—?;,2—26,--.) i) p3=%
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