Armin Halilovic: EXTRA OVNINGAR Numrerbara méngder

BIJEKTION, INJEKTION, SURJEKTION
NUMRERBARA (eller UPPRAKNELIGA) MANGDER

Allmiin terminologi.

A B

f(x

I samband med variabelbyte vid berdkning av integraler har vi en avbildning mellan tva
méngder A och B, dvs en funktion f: 4 — B. Vi har oftast krav att

varje element x 1 A har precis en bild f(x) i B och
att varje element 1 B har precis ett original i A.
Sadana avbildningar kallar vi bijektioner.

En bijektion mellan tvd méngder A och B som har dndligt antal element kan endast finnas
om mangderna har samma antal element.

Om det finns en bijektion mellan tvd médngder A, B (dndliga eller odndliga) séger vi att de
har lika kardinalitet: ( kardinaltal).

Beteckning: Kardinaltalet for en méngd A betecknas oftast pa en av foljande sétt:
card (A), eller |A].

Om det finns en bijektion mellan A och B d& séger vi ocksé att A och B ar tva ekvivalenta
méngder och betecknar A ~B. Alltsd om A och B &r tva ekvivalenta midngder har de samma
kardinalitet, dvs.

A~B o |A=B|.

Om det finns en bijektion frén A till en delméngd av B da skriver vi |A| < |B].
Om |A| < |BJ och |A| # |B| da skriver vi |A| <|B].

Anmérkning: Man kan visa att for tva méngder A och B géller exakt en av foljande tre
relationer:

|A| < B, |A| =B eller |A|l>|B|.
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1) Kardinaltalet till en dndlig mdngd A ar lika med antalet element1 A.
Tex  For A={12,45, 34} har vi card(A)=3 (dvs A har 3 element)

i1) Kardinaltalet for mdngden som dr ekvivalenta med mingden av alla naturliga tal
N={0,1,2,3,....} kallas alef -0 (alef-noll).

Alef-noll 4r minst av alla kardinaltal som tillhdr en odndlig méngd. Med andra ord, om A &r
en odndlig mingd da giller

IN| < |A]
ii1) Kardinalitet for midngden av alla reella tal R betecknas oftast med c.
Man kan visa att ¢ > alef-noll dvs att R inte dr ekvivalent med N.

Exempel 1. Mingden av alla naturliga tal N = {0,1,2,3,....} &r ekvivalent med mingden av
alla naturliga jdmna tal N, = {2,4,6,8,....} dvs N och N, har samma kardinalitet.

Bevis: Funktionen f(n)=2n é&r en bijektion mellan N och N».

Exempel 2. Mingden av alla hela tal Z={0, £ 1, £2, + 3,...} dr ekvivalent med mingden av
alla naturliga tal N = {0,1,2,3,....}. Med andra ord har de tvd mdngder samma kardinalitet
(trots att N dr en delmingd av Z) . Vi visar detta genom att ordna alla hela tal i en talfoljd.

En bijektion fran N till Z visas 1 schemat

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8
| l l | | | | | !
Z 0 1 -1 2 -2 3 -3 4 -4

Sjdlva bijektionen kan vi formellt definiera enligt foljande
f:N—>Z dir f(0)=0
och for n=1,2,3,...

f@n)=-n
f@2n—-1)=n.

Exempel 3. Mingden av alla rationella tal Q = {ﬂ, dar m, n ar hela tal och n # O} ar
n

ekvivalent med N.

Exempel 4. Médngden av alla reella tal R dr inte ekvivalent med N.
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Nedan repeterar vi definitioner av bijektion, injektion, surjektion.

DEFINITION 1. L4t f vara en funktion frdn mingden A tillBdvs f:4— B.

Vi sédger att fdr en bijektiv funktion (eller en bijektion) om f6ljande géller:
1. Funktionens definitionsmangd Dr &r lika med A.

2. Ekvationen f(x)=y, for varje y € B, har precis en losning x € 4 .

Anmirkning: En bijektiv funktion / har inversen / ' som definieras enligt foljande:

For en given y finns det precis ett x sddant att f(x) = y och dirfor kan vi definiera

() =x.

Exempel 5. A och B dr mangder med dndligt manga element)

Bestdm vilka av foljande avbildningar &r bijektioner:

i)
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i)
B;

As

Svar

1) Nej, element 4 i mdngden A har ingen bild.

i1) Nej, element d 1 mdngden B har inget original.
iii) Nej, element b har tvé original-element 2 och 3

iv) Ja, varje element i A har exakt en bild och varje element i B har exakt ett original.

DEFINITION 2.

1. INJEKTION. Funktionen f:A4 — B , definierad for allax € 4, kallas injektiv om
ekvationen f(x)= y, for varje y € B, har hogst en losning x € 4 (d v s ingen eller en

16sning x € A).

2. SURJEKTION. Funktionen f:4 — B , definierad for allax € 4, kallas surjektiv om

ekvationen f(x)=y for varje y € B, har minst en l6sning x € 4 .

Fran definitionen framgér foljande:

1. En funktion f: A4 — B , definierad for allax € A, &r injektiv om och endast om olika

original har olika bilder dvs

X, # X, = f(x)# f(x,).

Om det finns en injektiv funktion f: 4 — B dar definitionsmingd Dy &r lika med A
d4 ér kardinalitet (A) < kardinalitet (B) eller |A| <|BJ;

med vardagliga ord "antalet element i A " < "antalet element 1 B"
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2. En funktion , definierad for allax € A, &r surjektiv om och endast om Vi =B

Om det finns en surjektiv funktion f: 4 — B, dir definitionsméngd Dy dr lika med A,

da ar kardinalitet (A) > kardinalitet (B) ;

3. En funktion f: A — B vars definitionsméngd dr A, &r bijektiv om och endast om den ar

bade surjektiv och injektiv.

Exempel 6.

Jar en injektiv funktion g dr INTE injektiv eftersom
men inte surjektiv . 2 och 3 har samma bild.
Exempel 7.

Bestdm for varje av foljande avbildningar om den &r en surjektion, injektion eller/och
bijektion.
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iv)
A4 B4
Ja
40 od
30 { eC
20 \;° b
1o ® a

Svar: 1) f, dr varken injektiv eller surjektiv. 1ii) f, &r injektiv men inte surjektiv.
iil) f; dr surjektiv men inte injektiv. iv) f, dr bdde injektiv och surjektiv och darmed
bijektiv.

NUMRERBARA (eller UPPRAKNELIGA) MANGDER

Numrerbar (eller uppriiknelig) méngd. Lat N beteckna méngden av alla naturliga tal. En
méngd A ar numrerbar (eller uppréknelig) om den dr ekvivalent med en delméngd till NV (
eller med hela N).

Alternativt kan man sdga att en mdngd A &r numrerbar om card(A) < card (N).

Med andra ord en méngd A &r numrerbar (eller uppriaknelig) om det finns en injektiv funktion
f:A—> N.

Anmiirkning: [ nagra bocker anvinds begreppet numrerbar (eller uppriaknelig) endast pa
oindliga mangder ekvivalenta med N.

Néagra exempel paA numrerbara méingder:
1. Varje dndlig méngd &r numrerbar

2. Miéngden av alla naturliga tal &r numrerbar
3. Mingden av alla hela tal & numrerbar

4. Miéngden av alla rationella tal & numrerbar
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Négra exempel pa icke-numrerbara mingder:

1. Man kan visa att mdngden av alla reella tal mellan 0 och 1 dvs intervallet (0,1) ar inte
numrerbar.

2. Samma giller for vilket intervall som helst med dndpunkterna a och b dér a <, till
exempel [2,3] dvs. intervallet {x € R:2 < x <3} dr inte numrerbar.

Intervallet (—1,3) dvs. intervallet {x € R : —1 < x < 3} &r inte numrerbar.

3. Mingden av alla reella tal R 4r inte numrerbar.

4. En delméngd till R som innehéller ett intervall (a ,b), dir a <b, ar inte numrerbar.
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