Armin Halilovic: EXTRA OVNINGAR Poissonfordelning

POISSONFORDELNING

Poissonfordelningen anvands oftast for att beskriva antalet hdndelser som intraffar oberoende
av varandra under ett givet tidsintervall. En Poissonfoérdelad stokastisk variabel X kan anta en
av foljande varden 0, 1, 2, 3, ... (icke-negativa heltal eftersom X= antalet h&ndelser under en
given tidsperiod)

Exempelvis 1. antalet kunder som kommer till ett kosystem eller
2. antalet datapaket som kommer till en server
kan modelleras som Poissonfordelade stokastiska variabler.

Definition 1. Lat X vara en diskret stokastisk variabel vars vardemangd ar 0, 1, 2,.. k,...
Vi sager att X ar en Poissonfordelning med parameter A och betecknar X € Po(4) om X har

féljande sannolikhetsfunktion

k
P(X =k) :%-e-ﬂ, k=0,1,2,3...

Anmarkning: Parameter A i Poissonfordelningen kallas oftast for intensitet.

Egenskaper:
1. Lat X vara Poissonfordelad s.v. med parameter A, dvs X € Po(A1). Da galler

a) vantevardet E(X) = 4
b) variansen o°=1 och dirmed
c) standardavvikelsen o =~/4

2. (Viktigt i kéteori) Om Xy, Xa,..., Xp & oberoende Poissonfordelade s.v. med parametrar
Ay Ayyees Ay, @ @r summan Xy+Xo+,...+X, ocksd en Poissonfordelad s.v. med parameter

A=A+ +..+4,.

3. (Andra intervall ) Lat X e Po(A) vara en s.v. som beskriver antalet handelser som

intraffar under en viss tidsperiod av langden L. Alltsa A handelser intraffar i genomsnitt
under tidsperiod av l&ngden L och ddrmed At hé&ndelser intraffar i genomsnitt under
tidsperiod av langden L-t. LatY vara antalet handelser under tidsperioden L-t. Daéar
Y € Po(At), med andra ord

k
P(Y:k):(/tl) e k=0,1,2,3..

4. (Sambandet mellan Poissonfordelning och exponentialfordelning)
Om antalet handelser K(t) under en tidsperiod av langden t &r Poissonfordelad, K (t) € Po(At),

sa ar tiden T mellan tva konsekutiva handelser exponentialfordelad, T e exp(1) dvs

P(T<t)=1-e*.
5. (Approximation med normalfordelning)
Om 4 >15 da kan en Poissonfordelad s.v. X e Po(1) approximeras med normalfordelningen

N(u o) dar u=A och c=A/1.
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Uppgift 1. Lat X vara Poissonfordelad , X € Po(3).
Bestam

a) P(2 <X <5).

b) P(X <2).

c) P(X >3).

Losning:
a) P(2 <X <5)=P(X=2)+P(X=3)+P(X=4)

_ 3 3 3, _3(32 3 3

el e Y et=e —+—+—]:O.61611
20 3 4

T 3l 41
30 3t 32
b) [P(X=0)+P(X=1)+ P(X=2)]= a-e“" + edy E'e_3=0'42319

¢) P(X >3) =1-P(X <3)=1- [P(X=0)+P(X=1)+ P(X=2)+P(X=3)]=1- 0.64723= 0.35277.

Uppgift 2. Lat X vara Poissonfordelad, X € Po(9) .
Bestam

a) P(X =8).

b) P(X <4).

c) P(X >2).

Svar:
a) 0.13176 b) 0.05496 c) 0,993768

Uppgift 3.

Lat K(t) beteckna antalet kunder som ankommer till ett system i tidsintervallet (0,t), dar t
betecknar antal minuter. Vi antar att ankomsten ar Poissonférdelad och att det i genomsnitt
ankommer A =2 kunder per minut.

Bestdm sannolikheterna for féljande handelser:

a) 3 kunder ankommer i tidsintervallet vars langd &r 2 minuter.

b) Ingen kund ankommer i tidsintervallet vars langd ar 30 sekunder (0.5 min).
c) Hogst 5 kunder ankommer i tidsintervallet vars langd ar 3 minuter.

L6sning

a) Forst bestammer vi ankomstintensitet for 2 minuter. 1 genomsnitt ankommer A =2 kunder
per 1 minut och darfér under tidsperioden av 2 min ankommer i genomsnitt 2*2=4 kunder.
Lat Y3 vara s.v som beskriver ankomst under 2 minuter. Da ar Y, € Po(At) = Po(4)

43

Dérfor P(Y,=3)= 5-674 =0.195367
b) Y, € Po(4t) = Po(2-0.5) = Po()
10

P(Y,=0) =7 e e =0.367879
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c) Y, € Po(At) =Po(2-3) = Po(6)
P(Y3<5)=p0+pl+p2+p3+pd+p5= 0.44568

Uppgift 4. Pa ett kontor finns tre telefoner. Antalet ankommande samtal for respektive telefon
ar Poissonfordelade s.v. med respektive parametrar (intensiteter) 2, 3 och 5 samtal per en
timme. Bestdm sannolikheten att under en 8-timmars arbetsdag ankommer totalt minst 70
samtal till kontoret.

L6sning: Summan av Poissonfordelade s.v. dr en Poissonfordelad sv. Under 8 timmar
ankommer till kontoret totalt 8*(2+3+5)= 80 samtal i genomsnitt .

Lat X beteckna det totala antalet samtal som ankommer till kontoret under 8 timmar.

Daéar X e Po(80).

P(X >270)=1-P(X <70)= (diskret fordelning) =1-P(X <69)=1-F, (69).

Det &r tidskravande att berakna F, (69) med en miniréknare, darfor approximerar vi Poisson-
med normalférdelning Y € N(u, o) dar =1 =80 och o =+/80.

69-80

/80

1-P(X <69) =1 F, (69) ~1—F, (69) =1 d(

)=1-®d(-1.23) =1-0.1093=0.8907
Svar: =~ 0.9=90%

TEORIFRAGOR

Uppgift T1. Lat X vara Poissonfordelad s.v. med parameter 4, dvs X e Po(4).
k

Da géller P(X =k) =p,= %e‘i. Bevisa att Z p =1.
- k
L('jsning'
e = -4 ) = 0: i i
Z Py = . kl e =€ z e =1, vilket skulle bevisas.
* 0 k

Anmarkning. | dvergangen = har vi anvant den kanda formeln Z/l—l =e
k=0

A

Uppgift T2. Lat X vara Poissonfordelad s.v. med parameter 4, dvs X e Po(4).
k

D& géller P(X :k)zpk:%e“. Bevisa att E(X) = 1.

Losning:
0 ﬂ/ o A,k _l © ﬂ,k » )
E(X)=)xp =Y k—e*=>k=e’=) e?, ( subst. k-1=j)
k k=0 k K o (k=1)!
© j *
= ie‘”Zil = Je*e* = 1, vilket skulle bevisas.
i—0 J*

3avh



Armin Halilovic: EXTRA OVNINGAR Poissonfordelning

. © i
Anmarkning. | dvergangen = har vi anvant den kanda formeln sz e’.
=0 J:

Uppgift T3. (svar):
n
k K
L&t X, vara en foljd av binomialférdelade s.v. sdana att P(X,, =k) = (kj pr-p)".

Antaatt np= A arenkonstantda n — .
Visa att X, gar mot Poissonfordelning dvs visa att

ﬂ,k
lm(P(X, =k)) = e

Bevis.
Lat k >0 vara ett fixt tal. Vi har

lim(P(X, = k) = girg[ﬂjpk(l— P

im0 =D..(n -k +1) (ij (1_£j”‘

n—o k! n n

_ik P n(n—l)...(n—k+1) (l_iJnk

=—"—1lim >
k! n—o0 n n
k _ n —k
=i|im5(1—1)(1—3}..[1—uj(1—ij (1-% *)
k
:i ]_.e_}“ ]_
k!
k
:)“—e* V.S.B

Forklaring av (*): Om N — oo, eftersom k &r ett fixt tal, har vi i uttrycket

*)
. n -k
(1—Lj—>l ,(1—ij —e* and (1—1) —1.
n n n

Uppgift T4. Lat X, € Po(4,) och X, e Po(4,) vara tva oberoende Poissonfordelade s.v.
Visaatt Z=X+X, € Po(4, + 4,). Med andra ord: summan av Poissonfordelade stokastiska
variabler ar ocksa en Poisson-fordelad s.v.

Bevis.
k
Viskavisaatt P(Z=Kk)=p,= %e‘(lﬁ%z) '

Z =X #X, =Kkifoljande fall:
X=0och X, =k, Xgz=1loch X,=k-1, X=2o0ch X,=k-2,..., X=koch X, =0.
Darfor
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k
P(Z=k)=) P(Xg=i och X,=k-i) (X, och X, &r oberoende)

i=0
k
=Y P(X=i)-P(X,=k-i) (%)
Eftersom X, € Po(4,) och X, € Po(4,) har vi fran (*)

P(Z =K) = Zﬂq %,%e Mzgjlﬂl (i?_k_il)! (vi forlanger med k!)
—(/11‘*'42)

o (htha) K ) o
= = b. . I t
k! zl'(k— i) T I .Z_o:( j A A, (binomialsatsen)

i=0

e (ZiJrlZ)

(4 +2)"

Detta betyder att Z ar en Poissonfordelning med parameter A =4, +4, (V.S.B.).
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