Armin Halilovic: EXTRA OVNINGAR Sannolikheter

SANNOLIKHETER
GRUNDLAGGANDE BEGREPP OCH BETECKNINGAR
Utfall — Resultat av ett slumpmaéssigt forsok.

Utfallsrummet — Méngden av alla utfall (betecknas oftast med Q).
Héndelse — En delméngd av utfallsrummet.

Exempel. ( Tarningskast)

Vi har sex mojliga utfall 1, 2, 3, 4, 5 och 6.
Dérfor dr utfallsrummet Q= {1, 2, 3, 4, 5,6}.
Négra exempel pa hiindelser:

A=1{1,2,3},  A={3}, As={2,4,6},

As={} =0 (dentomma méangden dr ocksa en héndelse),

As={l1,2,3,4,5, 6}=Q ,( hela utfallsrummet dr ocksa en héndelse ).

Den klassiska SANNOLIKHETSDEFINITIONEN

Antag att utfallsrummet Q bestér av n lika sannolika utfall och A en hindelse med g element
(g= antalet ” gynnsamma fall”).

Sannolikheten for hindelsen A ar

P =2
n
Den geometriska tolkningen av sannolikheten
Q
@ Sannolikheten for hindelsen A ar
P(A) = 0

Relationer mellan héndelser kan askadliggéras med hjélp av méingddiagram.

1.
@ Komplement till A.
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A union B. A eller B eller bada intraffar.

A snitt B. Bade A och B intraffar.

4. ﬂm Differensen A\ B = AnB¢.
A

A intraffar men inte B.

5

. A NB=¢
Disjunkta @ ( oforenliga) handelser.

De kan inte intrdffa samtidig.

Symmetrisk differens.
6. Exakt en av A, B intriffar.

A ér delméngd till B betecknas 4 B

(A intriffar) = (B intréffar)
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Sannolikheter

Sambandet mellan méngdoperationer och hiindelser.

Operation Mingdbeteckning Beskrivning

Komplement A A intriffar inte

Snittet ANB Bédde A och B intriffar
Unionen AUB A eller B eller bada intréaffar
Differensen | A\B =ANB° A men inte B intréffar
Symmetrisk | A A B= Exakt en av A, B intréffar
differens (ANBY) U (BN A9

VIKTIGA EGENSKAPER

Kolmogorovs axiom:

Axiom 1 P(4)>0
Axiom 2 P(2) =1,

Axiom3 Om A och B ir disjunkta hindelser dvs AN B = ¢ da

P(A UB) = P(A) + P(B)

Fran axiom 1,2, 3 foljer foljande egenskaper:

)P(@)=0
i) 0<P(A4)<1
iil) Ac B= P(A)< P(B) monotoni

iv) P(4)=1-P(4) sannolikheten for komplementhéndelsen

Viktig: Om A och B inte ir disjunkta da berdknas
sannolikheten for unionen enligt fo6ljande
P(A UB)=P(A) +P(B) —P(ANB)

A B
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DE MORGANS LAGAR
De Morgans lagar ar tva regler som inom logiken formuleras enligt foljande:

1. inte( P eller Q) = (inte P) och (inte Q)

2, inte( P och Q) = (inte P) eller (inte Q)

Motsvarande lagar inom mangdlara ar:

1. (404,) =4 A4S
2.(4n4,) =4 U4
Detta kan generaliseras till

De Morgans lagar:
L1. Komplement till unionen: (404, U-UA, )C =4°NA4A N Anc
L2. Komplement till snittet: (A4Nnd,nnd) =4 U4 " U-u4Sf

Genom att anvdnda komplement pa bada sidorna i L1 far vi fo6ljande nyttiga formel for
unionen: ( Vi skriver unionen som ett komplement till snittet)

L. Auduud =4 nanenalf
och fran L2 far vi
c c c\
L4 A nA,Nn--NA, =(A1 U4, U---UA4, )
( I L4 uttrycker vi snittet som ett komplement till unionen.)

OVNINGAR:

Uppgift 1.
For hindelserna A och B giller P(4) =0.6, och P(B)=0.3 och P(4° "B)=0.2.

a) Bestim P(4N B€).

b) Bestim P([4B]%)

¢) Bestim P([4° " B]°)

d) Avgor om A och B ér oberoende hiandelser.

Losning:
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A B ©

C

a) P(ANB)=P(B)—P(A° "B)=03-0.2=0.1
P(ANB“)=P(A)—P(AnB)=0.6-0.1=0.5

b) P(ANB“]°)=1-05=0.5

¢) P[A° "B“]°)=P(A4UB)=P(4A)+P(B)—P(AnB)=038

d) Tva hindelser A och B dr oberoende om och endast om P(A4)- P(B)=P(ANB).
P(A)-P(B)=0.6-0.3=0.18

P(ANnB)=0.1

Svar d) A och B ir inte oberoende eftersom P(A4)- P(B) # P(AN B)

Uppgift 2.

En bilverkstad har kommit fram till att bilar av ett visst méarke kan ha fo6ljande
motorfel. Sannolikheten for att en slumpmaéssigt vald bil har fel typ
A resp. B dr 0,6 och 0,3. Sannolikheten att en bil har fel typ A, men inte fel typ
B dr 0,36.

Berikna sannolikheten for att en slumpmaissigt vald bil av mérket ifrdga

har bada feltyperna.
Losning.
A B ©

C

a) P(ANB)=P(A)—P(AnB)=0,6—036=0,24

Uppgift 3.
For tvd handelser A och B giller: P(A)=0,6 , P(B)=0,5
och P(AUB)=0,7.
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a) Berdkna p(4° N B).
b) Beridkna p(A° N B°).

Svar. a) P(A“"B)=01 b) P(A°"B°)=03

Uppgift 4.
I en stad med 100 000 invanare finns det 3 lokala tidningar A, B och C.
Vid en undersdkning far man att

20 000 invanare ( totalt) laser tidningen A 5000 laser bade A och B
9 000 laser B 4 000 laser badde A ochC
8 000 laser C 3 000 laser bade B och C

1000 laser alla tre: A, B och C

Hur stor dr sannolikheten att en slumpmassigt vald invénare i staden ldser
a) tidningarna A och C men inte B ?

b) minst en av tidningarna A, B, C ?

c) ingen av tidningarna A, B, C.

Losning:

Vi anvinder f6ljande méngddiagram:

100 000 invanare

74000

AV

(&

A

a) A och C men inte B ldser 4 000-1000=3000 invanare.

Dérfor Pa=3000/100000=0.03=3%

b) minst en av tidningarna A, B, C ldser 20000 +2 000+2000+2000=26000 invanare.
Dérfor Pb=26000/100000=0.26=26%

¢) 74 000 invanare ldser inte nagon av tidningarna A, B, C

Alltsa Pc=74000/100000=0.74=74%

Svar: a) 3% b )26% ¢) 74%
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Uppgift 5.

I Estad som har 60000 invanare gors en tittarundersdkning for nyhetsprogram i TV:
24000 ser Rapport 14000 ser bade Rapport och Aktuellt
16000 ser Aktuellt 9000 ser bade Rapport och Nyheterna
12000 ser Nyheterna 2000 ser bade Aktuellt och Nyheterna

1000 ser alla tre programmen

Hur stor dr sannolikheten att en slumpmassigt vald invanare 1 Estad ser minst en av de tre
nyhetsprogrammen?

Losning:
A: Ser Rapport, B= Ser Aktuellt, C: Ser Nyheterna
S6kt : P(AVUBUC(C)
P(AUBUC)= P(A)+P(B)+ P(C)—P(ANB)—P(ANC)-P(BNC)+P(ANBNC)
_ 24000 N 16000 N 12000 14000 ~ 9000 2000 N 1000 _
60000 60000 60000 60000 60000 60000 60000

9

Uppgift 6.

De sex sidorna pa en tidrning dr méarkta med 1,2,3,4,5 och 6. Man kastar tva tirningar
samtidigt och berdknar summan av resultat.

Bestdm sannolikheten att

a) summan ar 8.

b) summan dr mindre &n 5.

Losning:

Nér man kastar tva tdrningar samtidigt kan man fa foljande 36 fall:
(1,1), (1,2), (1,3), (1,4, (1,5, (L6)

2., 2,2), 23), 24, 25, (2,

3., (32, @33, 34, G)), @3,

4,1, @&2), &3, 44, &5, 40

6,1,  (5,2), (53), (54), (5,5, (5,0

6,1), (6,2), (6,3), (6,4), (6,5, (6,6)

a) Summan &r 8 i foljande 5 fall (6,2), (5,3), (4,4), (3,5), och (2,6)
Sannolikheten Pa= g/n= 5/36

b) Summan dr mindre &n 5 1 f6ljande 6 fall

(LD, (12), (1,3,

2,1, 22),

(3.1,

Sannolikheten Pb= g/n= 6/36=1/6

Svar a) 5/36 b) 1/6
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DE MORGANS LAGAR:

Uppgift 7. Anvind De Morgans lagar

L1. Komplement till unionen: (4, U4, U---U4, ) =4 N4, Nn---n4°
L2. Komplement till snittet: (4, N A4,n---"A4,) =4 04, " U---U4°

c c cf
L3. 4 u4d,0---UA4d, :(A1 NA, N--MNA, )

och forenkla

a) (4uB°UDY b)) (M ANAPY

Losning: a) (4UB°UDC) =4~ (B) (D) =4 ~BAD
b) (M ANAPY =M UNTU(P) =MUNTLP
Svar:a) A“N"BND b) MUN‘UP

Uppgift 8. Anvind De Morgans lag L3 och skriv foljande unioner som snitt

a) M UN“UP“UQ b) MUNUP UQ°UR

Lésning: a) M UNS UPSUQ = (eligt L3)=(Mcm(NC)Cm(PC)CmQC)C
:(MCmNumQC)C
Svarb) = (M AN APAQARS

DRAGNING MED HANSYN TILL ORDNING

Uppgift 9. Vi har 20 produkter, 5 avtyp A, 6 av typ B och 9 av typ C och viljer 4 av de pa
méfa utan aterliggning.

Hur stor sannolikheten ar att vi far produkter

a) i ordningen A, B, A, B?

b)iordningen A, A,C, A

Losning:
Dragningl: Sannolikheten att f4 A 1 forsta dragningen ar 5/20.
Dragning2:  [Notera att vi har kvar 19 produkter (dragning utan aterldggning) ; 6 av dem ar
av typ B].
Sannolikheten att fa B i andra dragningen ar 6/19
Dragning 3:  [Notera att vi har kvar 18 produkter (dragning utan aterliggning) ; 4 av dem
ar av typ A].
Sannolikheten att fa A i tredje dragningen dr 4/18
Dragning 4:  [Notera att vi har kvar 17 produkter (dragning utan aterldggning) ; 5 av dem é&r
av typ B].
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Sannolikheten att fa B i fjarde dragningen ar 5/17

Alltsd P(A, B, A, B) (med hinsyn till ordning utan dterliggning)= 564 EA 0.0052
20 19 18 17
Svar:
a) P(A, B, A, B)= (med hinsyn till ordning utan éterlaggning)=0.0052
b) P(A , A, C,A)Zi-i-i-i: 0.00464
20 19 18 17
Uppgift 10.
Vi har 20 produkter, 5 av typ A, 6 av typ B och 9 av typ C och viljer 4 av de pd méfa med
aterlaggning.

Hur stor sannolikheten dr att vi far produkter

a) i ordningen A, B, A, B?

b) i ordningen A, A,C, A

Losning:

Dragningl: Sannolikheten att f4 A 1 forsta dragningen ar 5/20.

Dragning2:  [Notera att vi ldmnar A tillbaka sé att vi har samma situation igen dvs vi har
med 20 produkter (dragning med aterlidggning) ; 6 av dem é&r av typ B].

Sannolikheten att fa B i andra dragningen ir 6/20

Dragning 3:

Sannolikheten att fa A i tredje dragningen ar 5/20

Dragning 4:

Sannolikheten att fa B i fjarde dragningen ar 6/20

Alltsa P(A , B, A, B) (med hinsyn till ordning och med aterliggning)= 5,656
20 20 20 20

=0.005625

Svar:

a) P(A, B, A, B) (med hinsyn till ordning och med aterlaggning) = 0.005625

b) P(A, A, C,A)=i-i-i-i =0.00703

20 20 20 20

DRAGNING UTAN HANSYN TILL ORDNING

Uppgift 11. Bland 20 produkter finns 6 defekta. Man tar 5 produkter pd mafa utan
aterlaggning och utan hénsyn till ordning.

Vad ér sannolikheten att fa

a) exakt 3 korrekta (och ddrmed 2 defekta) i vilken ordning som helst?

b) alla 5 defekta?

Losning a)
Antalet gynnsamma fall:

14) (6
Vi kan vilja 3 korrekta bland 14 och samtidigt 2 defekta bland 6 pa g= ( 3 j(z) sétt

Antalet alla mojliga fall:
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20
Vi kan vélja 5 produkter bland 20 pd N= [ 5 j satt
14) (6
. ) N ) g 3 2
Darmed blir den sokta sannolikheten P=2-=~—~2 2
N 20
5
Svar:

j (=0.352)

6)
5
(=0.000387)

Uppgift 12.
Vi placerar slumpvis 9 identiska bollar i 4 stora lador A, B, Coch D .
(Ett exempel pa placering)

A B C D

a) P4 hur ménga olika sétt kan man gora det?
b) Bestdm sannolikheten att ingen lada ar tom.
Ldsning a)
Vi betraktar ett ekvivalent problem:
Permutationer av 5 bokstaver I och 9 bokstiaver O (se bilden).
T ex: Permutationen IOOIOOOOIIOOOI svarar mot ovanstaende exempel.
Varje permutation méste borja och sluta med I (annars hamnar inte bollen i ndgon lada)
Dérfor ”permuterar” vi 3 bokstéver I och 9 bokstdver O.
12! 12-11-10

a) Det finns N = = =220 sddana permutationer.
319! 3-2-1
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Svar a) 220
b)
Ingen 14da &r tom om det finns minst en boll i varje lada. Resten, d v s 5 bollar, kan placeras
pa godtyckligt sitt. Detta betyder att vi permuterar fritt 3 bokstiver I och 5 bokstiver O.
Det finns £ = 8 = 8:7:6 =56 sadana permutationer.

35 3-2-1
Om vi antar att alla placeringar dr lika sannolika da giller:

Sannolikheten att ingen lda 4r tom _k _ 6 _14
N 220 55
14
Svarb) p=—
AT
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