Armin Halilovic: EXTRA OVNINGAR Markovkedjor i kontinuerlig tid

Markovkedjor i kontinuerlig tid. Q-matrisen

Vi ska betrakta en diskret stokastisk process X (t) i kontinuerlig tid t € [0, ).
Om en fysisk process kan befinna sig i olika tillstand som vi betecknar med Ey da
X (t) =k betyder att processen ar i tillstand Ey vid tidpunkten t.

Mangden av alla mojliga tillstand { E«} kallas tillstandsrummet.

p(t) = (p,(t), p,(t),...) dar p,(t)=P(X(t))=1) aren sannolikhetsvektor.

Uttrycket

P[X(t+At)=j| X(t) =i]

betecknar Gvergangssannolikheten ( transition probability) att systemet som ér i tillstandet E;
vid tidpunkten t befinner sig i E;j vid nasta tidpunkt t+ At .

Definition.

Markovkedja (i kontinuerlig tid) &r en diskret stokastisk process med kontinuerlig tid som
uppfyller Markov-villkoret:

For t, €[0,0)och t, <t <t, <---<t,, t, €[0,)

PLX(t,.0) = 1 X(t,) =1, X(ty) =1y, X (t,) = o] = P[X(t,,.) = J | X(t,) =i].

Minneslosheten: Markovegenskapen ( Markov —villkoret) betyder att
overgangssannolikheten P[X (t..,) = j| X(t,) =i] beror endast av "nu-lage” dvs situationen

vid tidpunkten t_och inte av vagen till detta tillstand. Vi séger att processen ar minneslos.

Definition. En Markovkedja ar tidshomogen om dvergangssannolikheten
PIX(t+At)=j| X(t)=i] = p; (At) beror ej av tident utan baraav At (och tillstand E;,

Vi betraktar (i den har kursen) tidshomogena Markovkedjor.
Overgangsmatrisen P beror av At :

pll (At) p12 (At) p13 (At)
Py (At) P, (A)  pyy(At)

P(At) =
p3l (At) p32 (At) p33 (At)
samt
p(t+ At) = p(t)P(At) (ekvl)
For att harleda en differentialekvation for p(t), subtraherar vi p(t) fran bada leden i (ekv1)
och
delar med At:
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p(t+At) - p(t) _ pOP(AL) - p(t)

At At
p(t+ AAtz PO _ 50 P_(AA? .l (dar | &r en enhetsmatris) .

Om At — 0 far vi féljande viktiga ekvation :
N o A\ B
p'(t) = p(t) HE)T ekv 2

pll(At) _1 p12 (At) p13 (At)

P(At) — 1 _ i p21(At) P2 (At) -1 Pas (At)
At At| py(At)  py(Al)  py(At) -1

Vi betecknar  Q = lim %

p'(t) = p()Q (ekv 3)

( om gransvardet existerar ) och far

Anmarkning: Summan av elementen for varje rad i Q-matrisens ar lika med 0 eftersom

=1+ (py (At) + p, (At) + pjg(At) +....) ==1+1=0

3. 1 var kurs antar vi vidare att
p; (At) =q; -At+o(At),  fori=j,

0(At)

dér —-0 om At—>0

Dahar Q-matrisen, Q= ﬂrrgp(m—?[_l konstanta element
qll qu ql3
Q= o G2 Qs , dar Zqik =0 forallai.
-

q3l q32 q33

;. = kallas dvergangsintensitet fran tillstand E; till E,
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Eftersom Zqik =0 foralla i har vi

k
Q; = _Z Qi
ki

vilket ger

_(_Z O ) o Gia

k=1

01 (_Z Q2k) a3
Q = k2

a1 s, (_Z Qax )

k#3

Matrisen Q kallas intensitetmatrisen.

Beteckningar:
Sannolikhetsvektor :
p(0) = (p,(0), p,(0),...) ar en startsannolikhetsvektor (initialvektor)

p(t) = (p, (), p,(t),...) ar en transient ( tidsberoende) sannolikhetsvektor (har
pi () = P(X,) =1)

Ekvationen for den stationdra sannolikhetsvektorn p :
pQ =0

Exempel 1. (Fran diagrammet till matrisen)
En Markovkedja i kontinuerlig tid med tre tillstdnd E1, E2 och E3 har 6vergangsintensiteter
som visas i nedanstaende diagram. Bestam matrisen Q.

10 50

Losning: Forst bestammer vi elementen utanfor diagonalen genom att ange motsvarande
intensiteter fran diagrammet:
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* 10 0
Q=12 * 50].
120 100 *
Darefter bestammer vi diagonalelementen sa att summan av element i en rad blir 0, alltsa
-10 10 0
Q=|12 -62 50
| 20 100 -120

Exempel 2. En Markovkedja i kontinuerlig tid med tva tillstand E1, E2 och
overgangsintensiteter 4 (fran E1 till E2) och x (fran E2 till E1)

A

w

uoo—ul

Ovningar

Uppgift 1.
Ett system har i genomsnitt 5 fel per ar. Reparationstiden ar exponentialférdelad och
systemets reparationstid ar i genomsnitt 1 manad. Vid t=0 &r systemet i funktion.
Vi betecknar
p,(t) = sannolikheten for att system fungerar vid tidpunkten t och
p,(t) = sannolikheten for att system inte fungerar vid tidpunkten t.
a) Rita grafen med Gvergangsintensiteter (tidsenhet=1 ar).
b) Bestam Q-matrisen.
c) Bestam den stationara sannolikhetsvektorn, dvs 16s ekvationen pQ =0.
d) Bestdm den transienta sannolikhetsvektorn, dvs 16s systemet p'(t) = p(t)Q med
avseende pa p(t) = (p.(t), p, (1))
e) Bestam sannolikheten att systemet &r i funktion vid tidsmoment t= 1,5 ar.
Tips.
Felintensitet 4 =5 fel per ar.
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1 11
reparationstid Imanad 1
12

[EEN

2
ar

Betjaningsintensitet =
ar

dvs u =12 reparationer per ar.

Losning:
5

SO G

. 12
2 Qsz —12}

c) Lat p=(x,y)varaden stationara sannolikhetsvektorn d vs den
sannolikhetsvektor som satisfierar pQ =0.

Da galler
) X+y=1
(detta galler eftersom p =(x,y) &r en sannolikhetsvektor) ,
och
-5 5
i X, =(0,0
i) ( y){12 _12} (0,0

Vi far systemet:

Xx+y=1 (ekv1)
—-5x+12y=0 (ekv2)
5x-12y=0 (ekv 3)
Ekvation tre ar proportionell med ekv 2 och darfér bestammer vi x, y fran de
forsta tva ekvationer och far :
12 5

X="—, y=—.
17 y 17
Svar ¢) Den stationédra vektorn & p=(12/17,5/17)

d) Vi substituerar p(t) = (p,(t), p,(t)) iekvationen p'(t)= p(t)Q och far

-5 5
(p: (), P2 (1)) = (P, (1), P, (t)){12 _12} =

pi(t) ==5p, (1) +12p,(t) (ekv a)
P2 (1) =5p, (1) —12p,(t) (ekv b)

samt

p.(t) + p,(t) =1 (ekv c)

(ekv c galler eftersom (p,(t), p,(t) aren sannolikhetsvektor.)
Fran ekv c far vi
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P (t) =1-py(t)

som Vi substituerar i (ekv a) for att fa en differentialekvation med 1 obekant
funktion p,(t):

p.(t) ==5p,(t) +12(1- p, (1))

Efter forenkling har vi féljande ekvation med konstanta koefficienter:
p(t)+17p, () =12 (¥)

Motsvarande karakteristiska ekvation till homogena delen &r
r+17=0=r=-17

och dérmed ar

Y, =Ce™*"" den allmanna I6sningen till den homogena delen.
En partikular 16sning far vi med hjalp av ansatsen

y,=A  (eftersom hogerledet i (*) ar 12, dvs en konstant)

Substitutionenav y, = A i (*) gor

0+17A=12 = A=12/17
Alltsd y, =12/17

Dérfor
p(t) =Y, +y, =Ce™" +12/17

Begynnelsevillkoret: Enligt antagande ar systemet i funktion vid t=0. Darfér
pl(o) =1.
Alltsd Ce®+12/17=1=C =5/17 och

5 4 12
t)=—e "+
P 17 17

For att fa p,(t) anvander vi p,(t) =1- p,(t) och far p,(t) =%—%e‘17‘

12 5 5 44
+= -—e
17 17 17

. 5 _
Svar d) p=(p(0), b, (D) = (ﬁe
Svar e) p,(1.5)=0.706

Uppgift 2. Ett system har i genomsnitt 4 fel per ar. Tidsavstandet mellan fel ar
exponentialfordelad. Nér ett fel uppstar da borjar reparationen. Reparationstiden ar
exponentialfordelad och systemets reparationstid ar i genomsnitt 1 manad.

Vid t=0 ar systemet i funktion.

Bestam sannolikheten att systemet &r i funktion vid tidsmoment t= 2.1 ar.

Tips.
Felintensitet 4 =4 fel per ar.
Betjaningsintensitet = 1_ — = 01 = ! —102
reparationstid Imanad 1 g ar
12

dvs u =12 reparationer per ar.
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Svar: p,(t) =%+%-e‘16t = p,(2.1)=0.75

Uppgift 3. Ett system har i genomsnitt 3 fel per ar. Tidsavstandet mellan fel &r
exponentialfordelad. Reparationstiden &r exponentialférdelad och systemets reparationstid ar i
genomsnitt 1 manad.
Vi betecknar

p,(t) = sannolikheten for att system fungerar vid tidpunkten t, och

p,(t) = sannolikheten for att system inte fungerar vid tidpunkten t.

Vi antar att sannolikheten for att systemet ar i funktion vid t=0 &r p,(0)=0.5
och darfor p,(0)=0.5.

a) Bestdm intensitetsmatrisen Q och motsvarande system med 2 diff.
ekvationer.

b) Los systemet med avseende pa p,(t) och p,(t) (duska ldmna in hela
I6sningen, inte bara svar)

c) Bestam sannolikheten att systemet &r i funktion vid tiden t = 10 manader.

Tips.
Felintensitet 4 =3 fel per ar.
1 1 1 12

reparationstid 1manad 1 . ~ ar

Betjaningsintensitet u =

dvs u =12 reparationer per ar.

Svar: a)
A=3, u=12

-2 2] [-3 3
Q_[ﬂ —/J_LZ —12}
p:(t) =—=3py (1) +12p, (1)

P (t) =3p,(t) —12p,(t)
p,(0)=0.5

4 3 1.3
b t :___e—lSt t :_+_e—15t
) pO=2-75 P =2+,

c) p,(10manader)= p,(10/124r)~0.8

Uppgift 4. Ett system har i genomsnitt 4 fel per ar. Tidsavstandet mellan fel ar
exponentialférdelad. Reparationstiden ar exponentialfordelad och systemets reparationstid &r i
genomsnitt 1 manad.
Vi betecknar

p, (t) = sannolikheten for att system fungerar vid tidpunkten t, och

p,(t) = sannolikheten for att system inte fungerar vid tidpunkten t.
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Vi antar att sannolikheten for att systemet ar i funktion vid t=0 &r p,(0) =0.6
och déarfor p,(0)=0.4 .

a) Bestam intensitetsmatrisen Q och motsvarande system med 2 diff.
ekvationer.

b) Los systemet med avseende pa p,(t) och p,(t) (du ska ldamna in hela
I6sningen, inte bara svar)

c) Bestam sannolikheten att systemet ar i funktion vid tiden t = 8 manader.

Tips.
Felintensitet A =4 fel per ar.
1 1 1 12

reparationstid  1m&nad 1 g ar

12

Betjaningsintensitet u =

dvs u =12 reparationer per ar.

Svar:
a) A=4, u=12

(-2 2] [-4 4
Q_[u —u}LZ —12}
p(t) =—4p,(t) +12p,(t)

Py (t) =4p,(t) -12p,(t)
p,(0)=0.6
b) p,(t)=0.75-0.150 " p,(t)=0.25+0.150
c) p,(8/12)~0.75

Uppgift 5. Ett system har tre tillstand E;, E; och E3 med dvergangsintensiteter enligt
nedanstaende diagram.

a)Bestdm Q- matrisen.

b) Berékna den stationédra sannolikhetsvektorn.

E3
E1l <
2
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-5 5 0
ayQ={ 0 -3 3
2 0 -2
L6sning b)
Lat p=(x,y,z)vara den sokta stationara sannolikhetsvektorn.

Vektorn p=(x,y,z) fir vi genom att Iosa ekvationen pQ=0

dvs
-5 5 0

(x,y,2)) 0 -3 3 [=(0,0,0) .
2 0 -2

Genom att utféra matrismultiplikation och darefter identifiera komponenter far vi foljande 3
ekvationer:

—5x+2z=0 (ekvl)
5x-3y =0 (ekv2)
3y—-2z=0 (ekv3)

(ekv3 &r beroende av ekvl och ekv2)
Den fjéarde ar normeringsekvationen

X+y+z=1 (ekv4)
Vi ignorerar ekv3 och l6ser systemet

—5x+2z=0 (ekvl)

5x—-3y=0 (ekv2)

X+y+z=1 (ekv4)

Fran ekv 1 far vi z=5x/2 som vi substituerar i andra tva ekv ( z finns den har gangen endast
i ekv4)
Vi har

5x-3y =0 (ekv2)

x+y+5?le (ekv4)

Fran ekv2 far vi y=5x/3 som vi substituerar i ekv 4 och far

59X 5X . - . o

X +?+7 =1. Vi multiplicerar ekvationen med 6 och far

6x+10x+15x =6 = x=6/31.
Fran y=5x/3 har vi y=10/31
Slutligen z =5x/2 ger z=15/31
Svar: b) (6/31, 10/31, 15/31)

Uppgift 6. Ett system har tre tillstand E;, E> och E3 med 6vergangsintensiteter enligt
nedanstaende diagram.

a)Bestam Q- matrisen.

b) Berékna den stationéra sannolikhetsvektorn.

Sida9av 10



5
Q ]
El <
3
Svar:
-8 8 0
a)Q=0 -5 5
3 0 -3

b) (15/79, 24/79, 40/79)

Uppgift 7. Ett system har tre tillstand E;, E; och E3 med 6vergangsintensiteter enligt
nedanstaende diagram.

a)Bestam Q- matrisen.

b) Berdkna den stationéra sannolikhetsvektorn.

20
Svar:
-3 3 0
ayQ=|10 -13 3
20 0 -20

b) (260/329, 60/329, 9/329)
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