Armin Halilovic: EXTRA OVNINGAR Centrala gransvardessatsen

Centrala gransvardessatsen

Vantevardet och variansen for en linjar kombination av stokastiska variabler beréaknas
enligt féljande:
S21 Latc,c,,..,c, varakonstanter, &, &, ..., &, stokastiska variabler, E(&,) = 4 och

V(&) =0,". Dagaller:
1 E(Cg+C, & +.4C, &) =Cy +Cy fy + .o +Cy fhys

2 2 2 2 2 2 .
2. V(¢ +c, & +..4C, &)=C0,"+C, 0, " +..+C, T, om¢é,é&,, .., &, ar
oberoende

En linjar kombination av oberoende normalférdelade s. v. ar ocksa normalférdelad
S.V:

S22 Létc,c,,..,c, varakonstanter, &,¢,,..., &, oberoende stokastiska variabler och
& e N(y;,0,). Da galler:

€& +Cy & +..4C, &, € N(Zci/ui ) Zcizo_iz)
i-1 i-1

S23 L&t &,¢&,,.., & varaoberoende stokastiska variabler och
& e N(u,0). Dagaller:
E+E 4. +E eN(-u, o)

S2.4 L&t &,¢&,, ..., & varaoberoende stokastiska variabler och
& e N(u, o). Dagiller:
E+&E +.. 48,
(S
n

o

=

N(u,—=)

Centrala gransvardessatsen
Om &, ¢&,, ..., & INTE ar normalfordelade da géller ovanstaende formler

APPROXIMATIVT (enligt nedanstaende centrala gransvardessatsen) .

S2.5 (Centrala gransvardessatsen) Lat &, &, , ..., &, vara oberoende stokastiska
variabler med samma sannolikhetsfordelning med véntevardet 4 och standardavvikelsen o .
Da galler:

1. & +& +..+&, arapproximativt N(n- z, o+/n) fordelad da n ar stort.

E+E, +..+8, o

2. ar approximativt N(u,—) fordelad da n &r stort.
n Jn
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Uppgift 1.  Lat X,, X, , X, vara normalférdelade och oberoende s.v. sddana att
E(X)=p =10, E(X,)=u,=20, E(X;)=p;=5;

D(X,)=0,=1, D(X,)=0,=2, D(X;)=0,=1;

och Y =X, +2X, -2X,

Berikna sannolikheten P(Y <50)
Losning:
a) E(Y)=1E(X,)+2E(X,)~2E(X,)=1-10+2-20-2-5=40

V(Y)=1%(0,)* +2°(0,)* +(-2)*(03)* =1-1+4-4+4-1=21

D(Y) =V (Y) =+21

Darfor Y e N (40, v/21) =N(40, 4.58)
P(Y < 50) = F(50)= d((50-40)/4.58)= ®(2.18)= 0.985
Svar: 0.985

Uppgift 2.Vid tillverkning av motstand av en viss typ blir resistansen N(40,2) fordelad (enhet
kiloohm). Vad &r sannolikheten att 9 seriekopplade sadana motstand skall fa en resistans
mellan 354 och 366 kiloohm?

Losning:

m=E(&,) =40, s=2

Lat =&, +&, +...+&,.

D& galler E+E 4+ +E € N(9-m, S\/ﬁ) (formelblad)
dvs & +&,+...+&, € N(360,6)
366 — 360 354 — 360

P(354 < £ < 366) = F(366) - F(354) = (=) - (= )

=®d(1) - d(-1) = 0.6826
Svar: 0.6826

Uppgift 3. 1 ett kontorshus finns en hiss med anslaget "max 6 personer eller 500 kg”. Vi vill
darfor veta hur stor sannolikheten dr att hissen 6verlastas. Anta att vikten av en anstalld ar
normalfordelad med véantevérde 80 kg och standardavvikelse 10 kg. Olika personers vikt ar
oberoende. Berdkna sannolikheten att vikten av 5 personer dverskrider 500 kg.

Losning:

Lat ¢ beteckna total vikt av 5 personer, da

§=8+&+83+8+4s
dér €, € N(80,10).

Darfor € € N(5 - 80,10v/5) = N(400, 22.36)
P(¢> 500) =1 —P(§ < 500) = 1 — F(500) = 1 — &(
~1-1=0

500 — 400

e ) = 1 - ®(447)

Svar: Sannolikheten ar = 0

Uppgift 4.
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Vid tillverkning av kolvar och cylindrar kan diametern for en viss typ av kolv betraktas som
en normalfordelad stokastisk variabel med vantevérdet 8,10 mm och standardavvikelsen 0,12
mm. For cylindrarna kan halets diameter betraktas som en normalfordelad stokastisk variabel
med vantevérdet 8,35 mm och standardavvikelsen 0,16 mm. En cylinder anses passa till en
kolv om halets diameter stérre an kolvens diameter och om skillnaden ej 6verstiger 0,6 mm.
Hur stor &r sannolikheten att kolven passar till cylindern vid ett slumpmassigt val?

Losning:

X eN(8,350,16) Y eN(810:012)

Z = X —-Y € N(0,25;4/0,16% +0,12?)

P(0<Z<0,6)=P(Z<0,6)-P(Z<0)=

cI)(0,6—0,25) _@(0_0125) — (D(1,75) _@(_1’25) = 0,8543
0,2 0,2

Svar: 0,8543

Uppgift 5.

En teknolog vet av erfarenhet att hans morgonaktivitet kan struktureras pa foljande satt:
Tvéttning och pakladning, vilket tar & minuter, dar . £, e N(4,1)

Frukost, vilket tar & minuter, dar &, € N(15,2) .

Promenad till skolan, vilket tar &, minuter, dar &, € N(5,2).

Pa grund av detta staller han en kvall vackarklockan pa ringning kI 8:00 i forhoppning att
hinna till forsta lektionen kI 8:30. Hur stor ar sannolikheten att han lyckas?
Lésning:
Lat &2&1"'};2 'H‘;s-
Dagaller £ e N(4+15+5,4/1+4+4) dvs &< N(24,3)
Teknologen kommer i tid om & < 30.

30-24

3

P(£ <30) = F(30) =&(
Svar: 0.9772

)= @(2) = 0.9772

Uppgift 6. (Centrala gransvardessatsen) L&ngden hos en viss typ av byggnadselement,

maétt i cm, &r en s.v (ej normalférdelad) med medelvardet 25 och standardavvikelsen Vo4 .
Man lagger 20 slumpmassigt valda element intill varandra. Hur stor &r sannolikheten att deras
sammanlagda langd Overstiger 505 cm?

Losning:

Kalla langderna &,,...&,,. Man far

X =& +& +...+ &, arapproximativt N (20-25,4/20-0.4) =N (500,\/5)

505-500

8
Uppgift 7. (Centrala gransvardessatsen) Flygpassagerarna fran en stor stad har en

kroppsvikt som kan betraktas som en s. v. med véntevardet 80 kg och standardavvikelsen 5
kg. Hur stor ar sannolikhet att 49 sadana passagerare vager mer an 4000 kg?

P(X >505) =1—d( )=1-®(1.77) = 0.038
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Losning:
m=E(&,) =80, s=5

Lat & =G+ & ot Gy
Dagaller & +&,+...+&,, arapproximativt N(49-m, 54/49) (formelblad)
dvs & +&,+...+&,, arapproximativt N (3920, 35)

P(& > 4000) =1 F(4000) =1~ @(w) _

1- q)(%) ~1-0.9889 =0.0111
Svar: 0.0111

Uppgift 8.

Livslangden hos en viss komponent &r en exponentialférdelad stokastisk variabel med
parameter 4 =0.02 (tiden raknas i timmar). En sadan komponent ingar i en
radarutrustning pa ett fartyg. Nar en komponent gar sonder byts den genast ut mot en ny.
Berakna en tid T sadan att lagret med 64 sadana komponenter racker atminstone denna tid
med sannolikhet 0.95

Losning:

Lat &, beteckna livslangden hos komponenten k.

Eftersom &, € Exp(4) far vi
1
m=E =— =150,
(&) 7

3:3:50
A

Lat &=¢ +¢, +o+ e
Da galler enligt centrala gransvardessatsen
& e N(64-m, s4/64)
dvs
& e N (3200, 400)
Vi far da
P(£>T)=095=1-F(T)=095=F(T)=0.05=
@(ﬂ) =0.05=>
400
T —3200
400
T =3200-400-1.6449 = T = 2542

=-1.6449 =

Svar: 2542 timmar

Uppgift 9.
Till en betongblandning behdvs 2000 kg torrt bruk som levereras i sdckar som véger c:a 120 kg.
Varje sécks massa ar N(120, 40)-fordelade i enheten kg.
a) Hur stor ar sannolikheten att 14 séckar racker?
b) Hur manga séckar behdver man bestalla om man vill att sannolikheten for att bruket skall racka
skall vara minst 90 %?
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Ldshing:
& = varje sdcks massai enheten kg & e N(120,40)

n=&+&+&E+..+&, total massa
sokt : P(r7 > 2000)
E( +S,+&+...+&,) =14120 kg = 1680 kg
V(E+E +E+..+E,) = 1440°
o = 40+/14 kg
CGS : 7€ N(1680,40-414)
2000-1680

P (5 > 2000) =1— P(;; < 2000) = 1_¢(W

) =1-¢(214)=1-0,9838 = 0,016

b) (Svarare delen)
E(m)=n120 V(7)=n40’> o =40+/n
CGS : e N(n120,40-/n)
P(17>2000) =0,90  P(5 < 2000) = 0,10
(2000 ~120:n
¢ 407n

Fran formelsamlingen har vi
2000-120n

ol -1,28,
50-3n

Jn
50 — 3t°

)=0,10

=-1,28 substitution :t = +/n

=-128

3t2-1,28t-50=0
t=0.213+4,08,t>0 = t=43 n=4,3?=185
Svar: 19

Uppgift 10.
Vid tillverkning av skruvar och muttrar kan diametern for en viss typ
av skruv betraktas som en normalfdrdelad stokastisk variabel med vante-
vardet 8,10 mm och standardavvikelsen 0,12 mm. For muttrarna kan halets
diameter betraktas som en normalfordelad stokastisk variabel med véntevardet
8,35 mm och standardavvikelsen 0,16 mm. En skruv anses passa till en mutter
om halets diameter &r stérre an skruvens diameter och om skillnaden ej dverstiger
0,6 mm. Hur stor &r sannolikheten att mutter passar till skruven vid ett slumpmassigt
val?
Ldsning

£ e N(8,350,16), neN(810012), X =&—neN(0,254/0,16% +012?)
P(0< X <0,6)=P(X <0,6)-P(X <0) = @(%)—@(0‘002'25)
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= ®(1,75) - ©(~1,25)=0,9599 — 0,1056 = 0,85

Uppgift 11.

En ideell forening planerar en insamling och skickar darfor till var och en av de 1000
medlemmarna ett brev, i vilket man ber om ett bidrag pa 50 eller 100 kronor. Fran tidigare
erfarenhet gor man uppskattningen att det ar lika vanligt med det stérre som det mindre
bidraget och att 20% av medlemmarna inte ger nagot bidrag alls.

Berakna, med en lamplig approximation, sannolikheten att foreningen far in minst

58 000kr.

Losning:
& = antal kronor / person
E(¢) = 0,2:0+0,40:50+0,40100 = 60 kr
V(&) =0,20-(0-60)* +0,40-(50 — 60)* +0,40- (100 — 60)* = 1400
o=374kr
X=8 +& + +&n
(Summan blir en s.v. X som enligt CGS &r approx. normalférdelad)
E(X) =1000-60 kr = 60000 kr
V(X)=V(& + & + - +E&4) = 10001400
oy =1183 kr
CGS: X e N(60000,1183)

P(X >58000) =1— P(X < 58000) :1—¢(58002;8630000)) =1- ¢(-1,69) = 0,95
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