Armin Halilovic: EXTRA OVNINGAR M/M/1 kdsystem

M/M/1 kosystem

Ett M/M/1  betjaningssystem har foljande egenskaper:
1. Systemet har en betjdnare. Betjaningstiderna dr exponentialfordelade med medelvérde

|
X=—.
y7,
2. Kunder ankommer enligt Poissonprocess med ankomstintensiteten A kunder per
tidsenhet.

3. Obegrinsat antal koplatser

M/M/1 kdsystem

Ankommande

kunder Avgéende

kén
A 1 betjanare kunder

()
0 JZ

Ankomstintensitet = A
betjdningsintensitet =p
Obegrinsat antal koplatser (ingen kund avvisas)

v

Aet =4
Figur 1.
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Figur 2. Tillstandsgraf for ett M/M/1 kdsystem.
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Beteckningar:

N Medelantal kunder i systemet, N = N + N
N, Medelantal kunder i kon
N, Medelantal kunder 1 betjanarna
X Betjiningstid for en kund (stokastisk variabel )
X Medel betjaningstid for en kund, X =E(X)
W Vintetid (=tid 1 ko) for en kund (stokastisk variabel )
W Medel véntetid for en kund, W = E(W)
S Total tid i systemet for en kund; S =X+W
T Medel totaltid i systemet for en kundT = E(S),
T=W+X
A Ankomstintensitet
At Effektiv ankomstintensitet
H Betjaningsintensitet
P . A
Erbjuden trafik, p =—
y7,
Py Stationdra sannolikheter;
p, dr sannolikheten for Kk kunder i systemet

Nagra formler for ett M/M/1 kosystem:
I ett M/M/1 kosystem dr g > A (annars bildas en obegriansad ko)

N =N, +N,
T=W+X
1
X =—

Y7

k

P = PP
Pp=1-p

__P_

l-p

b

H—A

Fordelningsfunktionen for den totala tiden i systemet for en kund ar

F.()=PGE <t)=1-g ¥
Littles formler:
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N=A4- T (I ett M/M/1 system Ay = A, eftersom ingen kund avvisas)
N, =g W

N, -

=1
= Ay - X

OVNINGSUPPGIFTER:

Uppgift 1. Tett M/M/1 system &r betjdningsintensiteten =20 kunder /minut. Medelantal
kunder i systemet dr N =3 kunder.
a) Harled formeln N = P
l-p
b) Berdkna ankomstintensiteten A och medelvéntetiden i kon W.

Losning a) I ett M/M/1 system géller p, =1- p dér p = 4
U

For att hirleda formeln N = " P anvinder vi att
—-pP
Skeptl e ()
k=0 (I- ,0)2
('som vi far genom derivering av den geometriska serien Z pk = 1;)
k=0 4

Medel antal kunder 1 ett M/M/1 system blir da
N = kak Zk PPy =p- pozk P! =[enligt (*)]

1 p
p-p =p-(1-p) = :
"(1-p) (1-p) 1-p
Svar b) 4=15, W=0.15 minuter (=9 sekunder)

Uppgift 2. Tett M/M/1 system &r betjaningsintensiteten = 10 kunder /minut. Medel
totaltid i systemet 4r T =3 minuter.

a) Hérled formeln T = b ( Borja med formeln N = P_ och anviind Littles formel )

u—Aa l-p
b) Berdkna ankomstintensiteten A, N och medelbetjaningstiden X

Svar: b)4 =9.6666, N =29, X=0.1 minuter

Uppgift 3. En kommunikationskanal i ett datornét har kapaciteten 1000 000bitar/sekund. Till
kanalen ankommer meddelanden enligt en Poissonprocess med intensiteten A=100
meddelanden/sekund. Meddelandena har en ldngd som dr exponentialfordelad med
medelvirdet v= 15 000 bitar. Vi betraktar ett meddelande som ’en kund”’.

Vi antar att vi kan modellera systemet som ett vanligt M/M/1 system med kodisciplin FCFS (
First- Come- First- Served).

Sida 3 av 8



Armin Halilovic: EXTRA OVNINGAR M/M/1 kdsystem

Berdkna

a) 1w b) p c) X d)N T HW g N,

Svar:

a) u =100000/5000=200 meddelande per sekund b) p =1/2 ¢) X =1/200s d)N =1

e) T=1/100s ) W=1/200s g) N, =1/2

Uppgift 4. En kommunikationskanal i ett datorndt har kapaciteten K bitar/sekund. Till
kanalen ankommer meddelanden enligt en Poissonprocess med intensiteten A=2400
meddelanden/minut. Meddelandena har en ldngd som dr exponentialférdelad med
medelvidrdet v=1000 bitar. Vi betraktar ett meddelande som ’en kund”.

Vi antar att vi kan modellera systemet som ett vanligt M/M/1 system med kddisciplin FCFS (
First- Come- First- Served).

a) Bestdm det minsta virdet pd K som erfordras, for att medelvérdet av totala tiden 1 systemet
blir hogst T= 1 sekund. Bestdm for detta K:

b) n N dX e)W

Losning a) Vi ska anvénda 1 sekund som tidsenhet. Vi har A=2400 meddelanden/minut =40
meddelanden/sekund.

Betjéningsintensitet som krévs for att f& T=1 bestimmer vi med hjéilp av formeln T = ;/1
ﬂ f—
som ger
1= =>u-40=1= u=41.
11— 40 H H

Alltsé for att f4 T=1s krévs det betjaningsintensitet u = 41meddelande per sekund.
Eftersom 1 meddelande har i genomsnitt 1000 bitar drar vi slutsats att vi behdver en

overforingskapacitet med minst
K=41-1000=41000 bitar per sekund.

Svar: a) K= 41000 bitar/sekund. b) p =41 meddelanden / sekund c) N =40
d) X - L s e)W= 40 s
41 41

Uppgift 5. En kommunikationskanal i ett datornit har kapaciteten K bitar/sekund. Till
kanalen ankommer meddelanden enligt en Poissonprocess med intensiteten A=600
meddelanden/minut. Meddelandena har en lingd som dr exponentialfordelad med
medelvirdet v= 5000 bitar. Vi betraktar ett meddelande som ’en kund”’.

Vi antar att vi kan modellera systemet som ett vanligt M/M/1 system med kodisciplin FCFS (
First- Come- First- Served).

a) Bestdm det minsta virdet pa K som erfordras, for att medelvardet av totala tiden i systemet
blir hogst T=0.1 s.

b) Bestdm sannolikheten att for detta K virde totala tiden 1 systemet blir ldngre dn 0.4
sekunder.

c¢) Bestdm sannolikheten att for detta K virde totala tiden 1 systemet blir mindre &n 0.3
sekunder.
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Svar: a) K=100 000 bitar/sekund ( # = 20 med/sekund)
Losning b) Fordelningsfunktionen for den totala tiden i systemet for en kund &r

F(t)=PGE <t)=1-e"“"*" Dirfor

P(§ > t) — 1 _ (1 _ e—(,u—/‘i)().4) — e—10-0.4 — e—4
Svar:c) 1-e”

Uppgift 6. En kommunikationskanal i ett datornét har kapaciteten K bitar/sekund. Till
kanalen ankommer meddelanden enligt en Poissonprocess med intensiteten A=300
meddelanden/minut. Meddelandena har en ldngd som ar exponentialférdelad med
medelvirdet v= 4000 bitar.

Vi antar att vi kan modellera systemet som ett vanligt M/M/1 system med kodisciplin FCFS (
First- Come- First- Served).

a) Bestdm det minsta virdet pd K som erfordras for att medelvérdet av totala tiden 1 systemet
blir hogst T= 0.25 sekunder.

b) Bestim x# och W for detta K virde.

¢) Bestdm sannolikheten att for detta K vérde totala tiden i systemet blir mindre dn 1.25
sekunder men léngre dn 0.5 sekunder.

Svar:

a) K=36 000 bitar/sekund (A=5 meddelanden/s)

b) # =9 med/sekund)

c)e’—e”

Uppgift 7. En kommunikationskanal i ett datornit har kapaciteten K bitar/sekund. Till
kanalen ankommer meddelanden enligt en Poissonprocess med intensiteten A=180
meddelanden/minut. Meddelandena har en lingd som dr exponentialférdelad med
medelvérdet v= 3000 bitar.

Vi antar att vi kan modellera systemet som ett vanligt M/M/1 system med kodisciplin FCFS (
First- Come- First- Served).

Berikna det minsta véirdet pd K som erfordras for att sannolikheten att totala tiden i systemet
> 3 sekunder ska bli < 0.1

Losning: Forst A=180 meddelanden/minut= 3meddelande/sekund
Fordelningsfunktionen for den totala tiden i systemet for en kund ar

F.(H)=PE<t)=1-e*“*"

Villkoret
P(S>3)<0.1 ger

1-(1-e ") <01 e <01 —(u-1)-3<In(0.1)

multiplikation med —1 ger

(u—A)-3>—=In(0.1) eller £> A — éln(o. 1) (notera att In(0.1) = ln(%) =—In10)

. ) 1
som vi kan skriva som x> A4+ Eln(l 0) eller ( eftersom A=3 med/s)
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ﬂz3+%1n(10).

Diirmed K > 3000(3+1n%)= 11303

Svar: Det minsta som kravs dr K = 3000(3 + ln%) ~11303 bitar/s.

Uppgift 8. En kommunikationskanal i ett datornét har kapaciteten

10 Megabitar/sekund. Till kanalen ankommer meddelanden enligt en Poissonprocess med
intensiteten A meddelanden/sekund. Meddelandena har en ldngd som &r exponentialférdelad
med medelvirdet v= 100 000 bitar.

Vi antar att vi kan modellera systemet som ett vanligt M/M/1 system med kodisciplin FCFS (
First- Come- First- Served).

a) Berdkna u

b) Berdkna det storsta viardet pa A som tillatas, for att sannolikheten att totala tiden 1 systemet
> 2 sekunder ska bli < 0.01
Svar: a) u =100 b) A=100-In(10) = 97.697 meddelande per sekund.

Uppgift 9. Vi betraktar ett M/M/1 kdsystem.
Bestdm sannolikheten att det finns minst k kunder i systemet.

Ldsning:
P(Antalet kunder > k)=
P + Py + Pygp +0 =

polok + po/OkJrl o=
Pop L+ p' +p%+) =

Svar: P(Antalet kunder >k )= p*

Niér vi betraktar ett kondt som bestar av flera M/M/1 kdsystem forst bestimmer vi de
effektiva ankomstintensiter for varje M/M/1 system. Dérefter gor vi berdkningar i varje
system separat.

Uppgift 10. Vi betraktar ett konit som bestar av tvA M/M/1 kdsystem ( CPU och 1/0) . Nya program
(kunder) kommer Poissonfordelade till CPU med intensiteten A = 16 program per minut. Medelbetjiningstid

for ett program i CPU ar X, =2 sekunder och medelbetjaningstiden i1/O dr X, =6 sekunder .

80% av program ldmnar nitet efter betjaning i CPU men 20% fortsitter forst till I/O och dérefter igen till CPU
(se Fig. 10).

Berdkna medelantal program (kunder) i nétet (d v s program i CPU + program i I/O )

Sida 6 av 8



Armin Halilovic: EXTRA OVNINGAR M/M/1 kdsystem

Fig. 10.
A2 A2
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Losning:

Vi betecknar med ll och /12 de effektiva intensiteter till forsta (CPU) och andra (I/U) kon.
Da giller:

A=A+4,
A, =0.204,
Hirav A, =20 (program/min) och 4, =4.
. 1 . 1 .

Dessutom har vi g, = — =30 (program/min) och g, = — =10 ( program / min).

X X,

2
Eftersom plziz—harvi N, = P o,

#o3 1-p,
P4 samma sétt 0, =— harvi N, = Pr 2 .
5 l-p, 3

Slutligen N =N, +N, :g.

Svar: N = §
3

Uppgift 11. Vi betraktar ett kondt som bestar av tva M/M/1 kosystem ( CPU och 1/0) . Nya program (kunder)
kommer Poissonfordelade till CPU med intensiteten 4 =9 program per minut. Medelbetjéningstid for ett
program i CPU &r X;=3 sekunder och medelbetjaningstiden i1/O dr X, =20 sekunder . 90% av program
lamnar nitet efter betjaning i CPU men 10% fortsétter forst till 1/O och dérefter igen till CPU (se Fig. 11).

Berdkna medelantal program (kunder) i nétet (d v s program i CPU + program i I/O )

Fig. 11.
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Losning:

Vi betecknar med /7,1 och Zz de effektiva intensiteter till forsta (CPU) och andra (I/U) kon.
Da giller:

A=A+,

A, =0.102,

Hirav A, =10 (program/min) och 4, =1.

Dessutom har vi g, = _i =20 (program/min) och i, = _i =3 (program / min).
X X,
Eftersom p, =ﬁ=l harvi N, = Py
o2 1-p
P4 samma sétt 0, = — och N, = Pr 1
l-p, 2

Slutligen N =N, + N, =%.

Svar: N :é
2
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