Armin Halilovic: EXTRA OVNINGAR Betingad sannolikhet

BETINGAD SANNOLIKHET
TOTAL SANNOLIKHET
OBEROENDE HANDELSER

BETINGAD SANNOLIKHET

Definition. Antag att P(B) # 0. Sannolikheten for A om B har intréffat betecknas
P(A|B), kallas den betingade sannolikheten och berdknas enligt foljande

P(A| B)=%”B“)B) (t1)

Forklaring:

A

Anta att B redan har hint. D4 dr "alla mgjliga fall" de element som ligger i B. Vi kan
betrakta B som ett nytt utfallsrum. Héndelsen A hinder i detta fall endast om resultat
hamnar i P(An B). Darfor

P(ANB)
P(B)

P(A[B)=

Exempel 1. Lat P(A)=0.3, P(B)=0.4 och P(AuB)=0.5. Bestdm sannolikheten for A
om vi vet att B har hdnt. Med andra ord bestim P(A|B).

Losning: Fran formeln P(AU B) = P(A)+ P(B)— P(ANB) har vi

0.5=0.3+04-P(AnB)=P(ANB)=0.2.

P(ANB) 0.2
P(B) 0.4

Svar: P(A|B)=0.5

Darfor P(A|B) = =0.5

Fran ovanstidende formel (f1) far vi f6ljande viktiga relationer
P(AnB)=P(A)-P(B|A) och
P(AnB)=P(B)-P(A|B)

kan anvindas for berdkning av sannolikheten for snittet P(ANB).

For tre hiandelser har vi
P(ANBNC)=P(A)-P(B|A)-P(C|ANnB).
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Exempel 2.

I en 14da finns 6 roda (R) och 4 grona (G) kulor. Man tar en kula pd méfa och upprepar
dragningen 3 ganger utan aterlamning. Vad dr sannolikheten att {4 resultat 1 foljande
ordning

a)R,G, R b)G GG ¢) G,RG dRRR

Ldsning:
a) PRNGNR)=P(R)-P(G|R)-P(RIRNG) = %gg

b) P(GNGNG)=P(G)-P(G|G)-P(G|GNG) = %.%%

Lit Q= leAi dar A dr disjunkta hdndelser. Sannolikheten for en hindelse B kan beréiknas

enligt f6ljande formel:

P(B) = Zn: P(BNA)= Zn: P(A)-P(B|A) (Lagen om total sannolikhet)

i=l1 i=1

Sannolikheten for A, givet att B har hint ar
P(A B) = P(ﬁk(g)s)z P(A)-P@BIA)
> P(A)-P(B|A)

Exempel 3.
Ett foretag som tillverkar glodlampor har tillverkningen forlagt till tre olika fabriker. Fabrik A
stér for 20% , fabrik B for 35 %, och fabrik C for 45% av tillverkningen,. Man vet att en
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glodlampa fran fabriken A 4r defekt med 8% sannolikhet. Motsvarande felsannolikhet for
fabrik B dr 2 % och 1%. {for fabrik C.

Man har blandat glodlampor fran de tre fabrikerna i ett stort centralt lager.

a) Peter tar pa méfa en glodlampa fran lagret. Vad ér sannolikheten att glodlampan &r defekt.
b) Anna tar pd mafa en glodlampa ur lagret och finner att den dr defekt. Vad

ar sannolikheten att den tillverkats i fabrik B ?

Losning:
Beteckning:
D = En lampa ar defekt, K = En lampa ar korrekt
A = En lampa har tillverkats i fabrik A,
B =En lampa har tillverkats i fabrik B
C= En lampa har tillverkats i fabrik C

a) Den totala sannolikheten att lampan ar defekt ar
P(D)=P(A)-P(D|A)+P(B)-P(D|B)+P(C)-P(D|C)
=0.20-0.08+0.35-0.02+0.45-0.01= 0.0275

b) Sannolikheten att en defekt lampa tillverkats i fabriken B &r
P(B|D)= P(BND) _ P(B)-P(D|B) _ 0.35-0.02

P(D) P(D) 0.0275
Svar: a) 0.0275 b) 0.2545

=0.2545=25.45%

OBEROENDE HANDELSER
Definition. Tva hindelser A och B dr oberoende om och endast om

P(AnB)=P(A)-P(B).

Forklaring. Anta att P(B)#0och P(B®)#0 . Da ir det enkelt att bevisa foljande relation
P(ANB)=P(A)-P(B) <= P(A|B)=P(A|B%)=P(A) .
Detta kan tolkas pa foljande sitt: Om (och endast om) P(A)-P(B)=P(AnB) dé ar

sannolikheten for A om B har hant lika med sannolikheten om B inte har hint. Med andra ord
hiandelsen A beror ej om B har hént.

Exempel 4. Lat P(A)=0.4, P(B)=0.5 och P(AUB)=0.8. Bestim om A och B ér
oberoende hindelser.

Losning: For att avgora om A och B dr oberoende kontrollerar vi om kravet i definitionen

P(ANB)=P(A)-P(B) ar uppfyllt.

Forst bestimmer vi P(An B) med hjdlp av formeln
P(AuB)=P(A)+P(B)-P(AnB)=
0.8=04+0.5-P(AnB)=P(AnB)=0.1.
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Nu berdknar vi vénster- och hogerledet i kravet P(A)- P(B) = P(ANB):
VL=P(A)-P(B)=0.2

HL=P(AnB)=0.1

Alltsd A och B ér INTE oberoende eftersom P(A)-P(B)# P(AnB). Vi kan sdga att A och
B ér beroende.

Egenskaper for tva oberoende handelser.
Anta att A och B ar oberoende dvs P(AnB)=P(A)-P(B).

Da giller

i) P(A|B)=P(A|B%)=P(A)

och symmetriskt

P(B|A)=P(B|A%)=P(B)

i) PCANB®)=P(A)-P(B®),

P(A° nB)=P(A%)-P(B),

P(A° "B®)=P(A%)-P(B®)

Med andra ord, om A och B ir oberoende da ér : A och B® , B och A® samt A® och B®
ocksa oberoende hindelser.

Exempel 5. Lat A och B vara oberoende hiandelser och P(A)=0.4, P(B)=0.2.
Bestim a) P(ANB) b) P(AUB) ¢) P(ANB®) d) P(A° nB), e) P(A° nB°)
Losning:

a) P(ANB)=P(A)-P(B)=0.08

b) P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)=0.4+0.2-0.08=0.52

¢) P(ANB®)=P(A)-P(B°)=P(A)-(1-P(B))=0.4-0.8=0.32

d) P(A° "B)=P(A%)-P(B)=0.6-0.2=0.12

e) P(A* "B%)=P(A°)-P(B“)=0.6-0.8=0.48

Tre eller flera oberoende handelser
Begreppet "oberoende héndelser" for tre eller flera handelser kan definieras pé liknande sétt:
Definition. Vi sdger att A, A,,--- A, ar oberoende om foljande giller

P(AinA, N A)=P(A)-P(A,)---P(A)
oavsett vilka k hindelser A, A,,---A, viplockar ut bland hdndelserna A, A,,--- A, .

For tre hindelser, som speciellt fall av ovanstdende definition, har vi foljande definition.

Definition. Tre hiandelser A, B och C ar oberoende om foljande 4 krav ar
uppfyllda:

P(AnB)=P(A)-P(B)

P(AnC)=P(A)-P(C)

P(BNC)=P(B)-P(C)

P(AnBNC)=P(A)-P(B)-P(C)
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Det dr enkelt att bevisa foljande egenskap:
Om A, B och C 4r oberoende s ir ocksdé A°,B,C oberoende. (Samma
giller for A,B®,C,...,och A®,B°,C°).

Erfarenhet visar att om héndelser &r oberoende i ordets vanlig mening, far
vi rimliga resultat om vi betraktar hdndelserna som oberoende i
sannolikhetsteorins mening {dvs i sddana fall kan vi anvidnda formeln

P(An M Aiz M, Aik) = P(An)' P(Aiz)P(Ak)}
Berakning av sannolikheten for unionen av oberoende handelser.

Léat A,A,,---A, vara oberoende hindelser
Da giller ( enligt De Morgans lagar)
AUAU-UA =(ATAAT A ACS
Darfor

(oberoende hédndelser )

= 1=P(A")-P(A")-P(A")

Exempel 6.

I nedanstdende system fungerar komponenter K1, K2, K3, K4 oberoende av varandra med
sannolikheterna 0.1, 0.2, 0.3 respektive 0.4. Hela systemet fungerar om det finns minst en
fungerande vdg mellan A och B. Bestdm sannolikheten att systemet a), b) fungerar.

a) seriekopplade komponenter

e L

b) parallellkopplade komponenter

[k1l
]

A o] B
AN s e I
K3
[ a]

Ldsning

a) Systemet fungerar om alla komponenter fungerar:
P(KINK2nK3nK4)= (oberoende hindelser)

P(K1)-P(K2)-P(K3)-P(K4)=0.1-0.2-0.3-0.4 =0.0024
b) Systemet fungerar om minst en vidg mellan A och B fungerar:
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Forst berdknar vi sannolikheten att ingen vég fungerar:

P(K1° nK2° nK3° nK4%)= (oberoende hindelser)
=P(KI®)-P(K2%)-P(K3%)-P(K4)=0.9-0.8-0.7-0.6 = 0.3024
P(minst en védg fungerar)=1 — P(ingen vdg fungerar)

dvs

P(KIUK2UK3UK4)= 1-P(KI° nK2° nK3° nK4%)
=1-0.3024 =0.6976

Svar: a) 0.0024 b) 0.6976

OVNINGSUPPGIFTER:

Uppgift 1.

For de tva hindelserna A och B giller att P(AUB)=0.7 , P(AnB®)=0.30ch P(A)=0.5
a) Rita mdngddiagram och bestim P(AMB).

b) Bestdm ( och forklara) om A och B ér oberoende héndelser .

Ldsning:
a)

Fran P(A)=P(ANB®)+ P(ANB) har vi
0.5=03+P(AnB)=P(AnB)=0.2
b) Vi sdger att A och B dr oberoende hiandelser om
P(AnB)=P(A)-P(B)
Fran
P(AuB)=P(A)+P(B)-P(ANnB)
harvi 0.7=0.5+P(B)-0.2=P(B)=0.4.
Eftersom P(ANB)=0.2 och
P(A)-P(B)=0.5-04=0.2
ser vi att A och B ar oberoende héndelser.
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Svar.a) P(AnB)=0.2 b) A och B dr oberoende hindelser

Uppgift 2.

For hiandelserna A och B giéller P(B| A) =0.4, P(A)=0.6och P(AUB) =0.8.
Bestam

a) P(ANB), b) P(B), ¢) P(ANB®) d) P(A°UB®) .

e) Avgor om A och B ér oberoende hidndelser.

a) P(B|A):%:O.4:%: P(ANB)=0.24
b)

P(AUB) = P(A) + P(B)— P(ANB) =

P(B) = P(AUB) - P(A)+ P(AN B)

= 0.8-0.6+0.24 = 0.44
c)

P(ANB®) =P(A)-P(ANB) =0.6-0.24 = 0.36

G

AN B¢

d) P(A°UB‘)= (DeMorganslag)= P((ANB)*)=1-P(AnB)=1-0.24=0.76

" A° UB® =(ANB)° (De Morgans lagar)

e) P(AnB)=0.24, P(A)-P(B)=0.6-0.44=0.264
A och B dr beroende hindelser eftersom P(ANB) = P(A)-P(B)
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Uppgift 3.
For hindelserna A och B géller P(ANB) =0.2, och P(A)=0.50ch P(AUB) =0.8.

a) Bestaim P(A|B).
b) Avgor om A och B dr oberoende hindelser?

Svar a) P(B)=0.5 och P(A|B)=04
Svar b) Nej

Uppgift 4.
For handelserna A och B géller P(A|B)=0.2, och P(B)=0.5 och P(ALUB)=0.8.

a) Bestim P(A).
b) Bestim P([ANB®]%)

Losning:

P(ANB) _ ., _P(ANB)
P(B) '

Detta substituerar vi 1 formeln

a) P(A|B)= = P(ANB)=0.1

P(AUB)=P(A)+P(B)-P(AnB)=
0.8=P(A)+0.5-0.1=

P(A)=0.4

b)
P(ANnB®)=P(A)-P(ANB)=0.4-0.1=0.3
P(ANB®])=0.7

Uppgift 5.

Oberoende hdndelserna A, B och C intraffar med foljande sannolikheter:
P(A)=0.3, P(B)=0.4 och P(C)=0.8.

Bestim sannolikheten att

a) ingen av A, B och C intréffar,

b) alla tre intréffar

c) exakt en av A, B, C intriffar

Ldsning:
a) P(ingen av A, B och C intrdffar) =P(A*"B*nC®)=0.7-0.6-0.2 =0.084
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b) P(alla tre intrdffar) = P(AnBNC)=0.3-0.4-0.8=0.096
c)P( exakt en av A, B, C intréiffar)=
=P(ANB*NC)+P(A*NnBNC)+P(A*nB° N C)
=03-0.6-02+0.7-0.4-0.2+0.7-0.6-0.8 =0.428

Svar. a) 0.084 b) 0.096 c) 0.428

Uppgift 6.

Lat A, B och C vara oberoende hindelser som intraffar med sannolikheterna
P(A)=0.5, P(B)=0.4 och P(C)=0.2.

Bestdm sannolikheterna for foljande hindelser:

a) Ingen av A, B, C intréffar.

b) Minst en av A, B, C intréffar.

c) Exakten av A, B, C intriffar.

d) Exakt tvd av A, B, C intriffar.

e) Alla tre hindelser A, B och C intriffar.
f) Minst tvd av A, B, C intréffar.

g) Hogst tvd av A, B, C intriffar.

h) A och B men inte C intréffar.

Ldsning:
a) P(Ingen av A, B, C intriffar.)= P(A° " B® nC®) = [oberoende hindelser]
=P(A%)-P(B)-P(C®)=0.5-0.6-0.8=0.24

b)Héndelsen " Minst en av A, B, C intrédffar." ar komplement till hindelsen " Ingen av A, B,
C intréffar. "
Dérfor P(Minst en av A, B, C intriffar.)=1-P(Ingen av A, B, C intréffar. )=0.76

Alternativ: P(Minst en av A, B, C intréffar.)=

P(AUBUC) = P((A° AnBS NC®)°)=1-P(A° ABS ACC)=1-0.24=0.76

c)

P(Exaktenav A, B, C intriffar.)=P{A~B® N C®)U(A° A BAC®)U(A® NB® NC)}

( notera att (Am B N CC) , (A©NBNC®) och (A "B® NC) ir tre disjunkta mingder)
=P(ANB® NC®)+P(A° A\BNC®)+P(A° "B NC)= ( oberoende hindelser)
P(A)-P(B®)-P(C°)+P(A%)-P(B)-P(C®)+P(A%)-P(B®)-P(C)=0.46

d) P(A)-P(B)-P(C°)+P(A)-P(B°)-P(C)+P(A%)-P(B)-P(C)=0.26

e) P(A)-P(B)-P(C)=0.04

f) P(Minst tvd av A, B, C intréffar) =P(exakt tva intrdffar) + P(exakt tre intraffar) =
0.26+0.04=0.30.

g) P(Hogst tva av A, B, C intriffar.)= P(ingen intraffar)+ P(exakt en intrdffar)+ P(exakt tva
intraffar)=0.24+0.46+0.26=0.96

h) P(A)-P(B)-P(C®)=0.16
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Uppgift 7.

Vad ir sannolikheten att det blir kontakt mellan punkterna P1 och P2 i nedanstaende
schema om relidkontakterna x, y, z och w slutes med sannolikheterna 0.2 , 0.4, 0.6 resp. 0.8
och hidndelserna att de olika kontakterna sluts dr oberoende.

X y
/ /.
P1 w P2
/
z

Ldsning:
Vi har ?(ontakt mellan punkterna P1 och P2 om minst en védg fungerar och dessutom
kontakten w ar sluten.
Vig 1 fungerar om béde x, y ér slutna.
v, =X-y=0.08
vV, =2=0.6
Sannolikheten for [( Vag I eller Vig 2 ) och W] dr da
p=(V,+V, =V, V,)-W=0.632-0.8=0.5056

Uppgift 8.

I nedanstdende system fungerar komponenter K1, K2, K3, K4 oberoende av varandra, med
sannolikheterna 0.90, 0.85, 0.80 respektive 0.75. Hela systemet fungerar om det finns minst
en fungerande vig mellan A och B. Bestdm sannolikheten att systemet fungerar.

K1 —— K2

K4

Ldsning:

Vig 1 fungerar med sannolikheten v1=k1*k2=0.765

Vig?2 fungerar med sannolikheten v2=k3=0.80

Vig3 fungerar med sannolikheten v3=k4=0.75

P(Ingen vég fungerar ) = q= (1- v1)(1-v2)(1-v3)=0.01175

Sannolikheten att minst en vig fungerar &r 1- P(Ingen vég fungerar )= 1— 0.01175=0.98825

Svar. 0.988
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Uppgift 9.
M e
® AN
L b
Q E\l\ AN
d
T o\

I figuren ovan dr a, b, ¢, d och e kontakter, som &r slutna (oberoende av varandra) med
sannolikheterna 0.8, 0.7, 0.6, 0.5 respektive 0.4.

Berikna sannolikheten att

a) ingen lampa lyser, b ) exakt en lampa lyser.

Ldsning:

a) Py=e¢=0.4, Pr=ab=0.56 Px=CD==0.3
P(ingen lampa lyser) =(1- Py) (1- Pp) (1- Px) = 0.1848

b ) P(exakt en lampa lyser)

= Py *(1- P) *(1- Px)+ (1- Pyp) * P *(1- Px)+ (1- Py) *(1- PL) P
=0.4376

Uppgift 10.

Vad ér sannolikheten att det blir kontakt mellan punkterna E och F i1 nedanstdende schema
om reldkontakterna a,b,c, d, e, f och g slutes, oberoende av varandra med sannolikheterna 0.1,
0.2, 0.3,0.4,0.5,0.6, resp0.7.

[-

B1 B2

Ldsning:

Block B1:
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v, =a-b=0.02
v,=c-d=0.12
bl=v, +v,—-v,-v,=0.1376

Block B2:
v,=e=0.5
v,=f-9g=042

b2=v,+v, -V, -v,=0.71
p= bl-b2 =0.0976960

Svar : Sannolikheten att det blir kontakt mellan punkterna E och F ar p=0.0976960

Uppgift 11.

Ett foretag som tillverkar batterier av en viss typ har tillverkningen forlagt 1 fyra olika
fabriker.

Fabrik A star for 40 % av tillverkningen, fabrik B 30 %, fabrik C 20%, fabrik D 10% .
Sannolikheten for att ett batteri fran fabrik A ar korrekt ar 95 % . Motsvarande sannolikheten
for ett korrekt batteri fran B ar 90 %, fran C 85 % och fran D 70 %.

Man koper ett batteri och finner att det dr korrekt.

Vad ir sannolikheten att det tillverkats 1 fabrik C?

Ldsning:

P(korrekt)=0.40*0.95+0.30*0.90+0.20*0.85+0.10*0.70= 0.89 (den totala sannolikheten for

korrekt)
P(C|korrekt) = P(C nkorrekt) _ 0.20-0.85

=0.191
P(korrekt) 0.89

Svar 2: 0.191

Uppgift 12.

Ett foretag som tillverkar batterier har tillverkningen forlagd till fyra olika fabriker. Fabrik A
star for 20% av tillverkningen, fabrik B 12%, fabrik C 33% och fabrik D 35%. Man vet att
ett batteri frn fabrik A har 75 % sannolikhet att ricka mer &n 20 drifttimmar. Motsvarande
sannolikheter for fabrikerna B och C och D ér 80 %, 85 % respektive 90 %.

Man har blandat batterier frdn de fyra fabrikerna i ett stort centralt lager.

a) Vad ar sannolikheten att ett batteri som tas pd mafé ur lagret skall ricka mer dn 20
drifttimmar

b) Man tar pa mafa ett batteri ur lagret och finner att det ricker mer &n 20 drifttimmar. Vad ar
sannolikheten att det tillverkats 1 fabrik C ?

Ldsning:

a) P(korrekt)=0.20 - 0.75 + 0.12- 0.80 + 0.33- 0.85 + 0.35 - 0.90
=0.8415 (total sannolikhet)
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b) P(Clkorrekt) =225 985 _ 3333
0.8415

Uppgift 13.

Ett nytt test av blod ger

positivt utslag 1 99% av fallen for smittat blod och

negativt utslag i 95% av fallen for osmittat blod.

Av erfarenhet vet man att cirka 2% av alla prover som genomf6rs har smittat blod.
Vad ér sannolikheten att ett blodprov som har gett positivt utslag verkligen ar smittat?

Losning:

Lat S vara handelsen att blodprovet &r verkligen smittat.
Lat O vara hiandelsen att blodprovet &r verkligen osmittat.
Lat POS vara héndelsen att blodprovet ger positivt utslag .
Lat NEG vara hindelsen att blodprovet ger negativt utslag .

I 1
smittat osmittat
0.02 0.98
1 1
I 1 I 1
negativt utslag positivt utslag negativt utslag
0.01 0.05 0.95
Da giller:

Den totala sannolikheten for positivt utslag ar
P(POS)=P(S)-P(POS |S)+P(O)-P(POS |O) =

0.02-0.99+0.98-0.05 =0.0688
Harav

P(S | POS) =

positivt utslag
0.99

P(POS nS) P(S)-P(POS|S) 0.02-0.99
P(POS) P(POS) 0.0688
Svar: = 28.8%

~ 0.28779

Uppgift 14.
Sannolikheten for att en person har en viss sjukdom beror pé aldern. (2p)
For hela befolkningen géller:

Alder  del av befolkningen har sjukdomen med sannolikheten
0-17ar 21% 0,010
18-40ar 27% 0,015
41-60 ar 30% 0,030
60- 22% 0,050
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Berdkna sannolikheten for att en slumpmaéssigt vald person som har sjukdomen &r mellan
18 och 40 ér.
Ldsning:

A : En person dr 18-40, B: En person ir sjuk

Sokt : P(A|B)= DANB)
P(B)
0,270,015

- 0,21-0,010+0,27-0,015+0,30-0,030 +0,22-0,050

Nagra exempel med statistisk kontroll:

Uppgift 15. Vid en statistisk mottagningskontroll skall man avvisa eller acceptera
inkommande partier om 40 enheter vardera. Man anvinder foljande tvéstegsforfarande. Forst
viljs 4 enheter pa méfa ur partiet. Om ndgon av dessa dr defekt sd avvisas partiet. Om ingen
ar defekt véljer man pd méfa ut ytterligare 10 enheter bland de aterstdende 36. Om négon av
dessa ér defekt sd avvisas partiet, 1 annat fall accepteras det. Vad &r sannolikheten att avvisa
ett parti som innehéller 4 defekta enheter?

Ldsning:
Metod 1: P(avvisa)=1-P(acceptera)= 1-P(Testl OK)*(Test2 OK |Testl OK)

4 1
=1- 0 . OM10 ~0.836
40 36
4 10
(36) (32}
4 )\1
Svar : RSV, ~ 0.836
401 (36
4 J{10
Metod 2: P(avvisa)= P(avvisa I Testl) + P(avvisa i Test2)=
1-P(Testl OK) +  P(Testl OK)*(1-Test2 OK)

TEST1:

[36j
) 4
P(alla 4 korrekta 1 Testl)=pl=—-—%

Y
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v

minst en defekt 1 Test1=1-P(alla 4 korrekta i Testl)=1— 0N
TEST2:

p2= P( minst en defekt i Test2 betingat att alla dr korrekta 1 TEST1)=

i

Sannolikheten att avvisa ett parti &r p1+p2=(1—

R v N O
GG )

(1-
"
Uppgift 16.

Vid en statistisk mottagningskontroll skall man avvisa eller acceptera inkommande partier
om 12 enheter vardera. Man anvénder foljande tvastegsmetod. Forst véljs 3 enheter pa
méfa ur partiet. Om ndgon av dessa dr defekt sd avvisas partiet. Om ingen ar defekt viljer
man pa mafi ut ytterligare 4 bland de aterstaende 9. Om hdgst en av dessa dr defekt sa
accepteras partiet. Vad dr sannolikheten att acceptera ett parti som innehéller 4 defekta (och
8 korrekta) enheter?

Y
"

(36} (32}
(1->2)~0.836

4 10
40 36
10

(5

)+

)+ ) ~ 0.836

Ldsning:
Vi betecknar
T,= partiet accepteras vid forsta steget. (Alla tre enheter korrekta)

T,= partiet accepteras vid andra steget. ( Hogst en defekt)
Partiet accepteras om det passerar bada steg.

S —— )10 N
5L

9
4
145 1 0090909

55 14 11

Svar: 0.090909
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