Armin Halilovic: EXTRA OVNINGAR Mdingder

MANGDER
Grundliggande begrepp och beteckningar

Begreppen "méangd" och "element" dr grundldggande begrepp i matematiken.

Vi kan beskriva (ange, definiera) en méngd som innehaller dndligt manga element genom att
ange alla element som hor till méngden.

Exempelvis, A={ 2,5,6,13}.

Med x € M betecknar vi att x tillhor M en given mingd,

medan x ¢ M betecknar x tillhor inte M .

Om A={2,5,6,25} da 2 tillhor midngden A som vi betecknar 2 € 4 och laser 2 tillhor A
(eller ibland 2 ligger i A).

Alltsa géller 2e 4 5€e4,6€ A 25€ 4,

medan exempelvis 3¢ A, 15¢ A4, —123¢ 4.

Mingd och multiméngd:
En mingd bestims av de element som médngden innehaller.

Ordningen 1 vilken vi anger méngdens element, spelar inte ndgon roll f6r mangdens
egenskaper.

Dérfor t ex

{1,2,3}={3,1,2}

(Vi ser att alla tre méngder bestér av elementen 1, 2 och 3. Ordning spelar inte roll i
mangdens beskrivning.)

Multiméngd ér en generalisering av begreppet méngd. En multimidngd kan (till skillnad frén
en méngd) innehalla ett element flera gdnger. Ordningen av elementen spelar inte ndgon roll 1
en multiméngd.

Exempelvis {1,1,2,2,2, 5}= {2,1,2,1,2,5}.

(Tyvdrr finns det fortfarande inte en standard, speciell betdckning for en multiméingd, sd att
man anvdnder samma beteckning {...} som for mdngder.)

En dndlig méngd beskrivs oftast genom att ange alla mangdens element.
Exempelvis A={ a,b,c}

Ett annat sitt att beskriva en mingd &r att borja med en redan kind miangd G och vilja de
element x som ligger i G och som uppfyller ett eller flera villkor.
Dé anvénder vi oftast foljande beskrivning
A={xeG: P(x)},
som utldses ”A dr mdngden av alla x som tillhor G och som satisfierar villkoret P(x)” .

Till exempel, om vi definierar 4 = {x: dér x drett heltaloch 15<x <100} da ar
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A={15,16,17,..., 99}.

Talméangder
Vi borjar med beteckningar av ofta forekommande talméngder s.k. standardtalmiingder.

N={0, 1, 2, 3,...}, mingden av alla naturliga tal (I nagra bocker N={1,2,3,...})
7={...-3,-2,-1,0,1,2,3,4, ...}, mdngden av alla hela tal

Q={ ﬂ; dér m, n ér hela tal och 7 =0}, méingden av alla rationella tal
n

R, mingden av alla reella tal
C ={a+bi; dir a och b ir reella tal och ’=—1}, mingden av alla komplexa tal

For att beteckna positiva heltal och negativa heltal anvénder vi Zy och Z_.
Pa motsvarande sitt anvander vi Q+, Q_, Ry och R_.

Intervall
(I nedanstaende intervall &r a och b reella tal.)

Andliga intervall:
(a, b) Oppet intervall; méngden av reella tal x sddana att a <x <b

E(a,blE

a b

[a, b) halvoppet intervall; méngden av reella tal x sddana atta < x<b
° [a, b )3
a b

>
>

(a, b] halvoppet intervall ; méangden av reella tal x sddana atta <x <b

(ab]
e
a b

la, b] slutet intervall=; mingden av reella tal x sddana atta <x <b

[a,b ]
——e

a b

Oéndliga intervall:
(—o0,0) Oppet intervall ; mingden av reella tal x

(a,0) Oppet intervall; mangden av reella tal x sddana att x > a
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(—o0,b) Oppet intervall ; mangden av reella tal x sddana att x < b
[a,) halvOppet intervall; mingden av reella tal x sddana att x > a
(—o0,b] halvoppet intervall ; méngden av reella tal x sddana attx < b

Notera att en hakparentes, [ eller ], inte ska std bredvid symbolen o« (eftersom oo inte &r
ett reellt tal).

Anmiérkning: I ndgra bocker anvdnder man foljande intervallbeteckningar
Ja,b[ , [a,b[ och ]a,b] for
(a,b), [ab)och (a,b].

OMGIVNING. En omgivning till talet ¢ &r varje 6ppet intervall som innehéller c.
Lat ¢ vara ett positivt tal (i tilldampningar oftast ett litet tal) och c ett reellt tal. Intervallet
(c—¢& cte) kallas en e-omgivning till c.

Exempel 1.
Om vi definierar A enligt foljande 4 ={x € Z:—-1<x <3}, dér Z betecknar alla hela tal, da ar
A=1{-1,0,1,2,3}.
Det dr vdildigt viktigt att ange grundmdngden. Om vi dndrar Z till N (= naturliga tal) och
behéller samma krav —1<x <3 d& maste — 1 exkluderas.
Alltsd, om B={xe N:-1<x<3} daar B={0,1,2,3}.
Om vi anvinder R (dvs alla reella tal) som grundmidngden och samma villkor dvs om
M ={xeR:-1<x<3} dddr M ett intervall som bestar av alla reella tal mellan —1 och 3,
som vi kortare betecknar M = [-1,3].
[[1,3]={xeR:—-1<x <3}
® o >
-1 3

Antalet element i en méingd A betecknar vi med |A|. (Alternativa beteckningar dr card(A)
och kard(A).)

Exempelvis om A={a,b,c} da ar |A]=3.

Om B={ {1,2,3}, {1,2}, {1,3},{-3,—4,-5, 8}} da &r |B|=4

Notera att B &r en méngd vars element ockséd dr mangder (4st).

Om en méngd M har odndligt ménga element skriver vi [M|= co.

Exempelvisom M ={xe R:-1<x <3} dé ar M|= oo.

Definition 1. Mingden utan element { } kallas den tomma méngden och betecknas .

Exempel 2.
(xeR:x*=-1}=0 (Ekvationen saknar reella 16sningar.)
{(xeN:x<-1}=0
(xeZ:2x=3}=0 (Notera att 3/2 inte r ett heltal.)
xeQ:x*=2=0 (Notera att V2 inte dr ett rationellt tal.)
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Definition 2. Mingden A &r en delméngd av médngden B om varje elementi A ocksa dr
element 1 B.

A < B betecknar att 4 dr en delméngd av B. @ B

Vikan skriva ovanstdende definition pa kortare sétt:
AcB om (xe A= xeB).

Exempel 3.
Lat A={1,3,5} och B={0,1,2,3,4,5}. Ddédr Ac B.

Definition 3. Tva mingder A och B dr lika om varje element som tillhor A ocksa tillhor B
och varje element som tillhor B ocksa tillhor A.

Alltsa:

A=B omochendastom (xe A=>xeB)och(xeB=xe€A4).

Med andra ord 4= B om och endastom (xe€ A< xe€B).

Déarmed 4= B arekvivalent med [ 4 < B och Bc A4].

Exempel 4.
Lat A={xe N:1<x <3} och B={xeR:5x=10}. Déa dr A=B ={2}.

Definition 4. Om 4 c B och A4 = B séger vi att A ér en dkta delméingd av B och skriver
Ac B

For A och B 1 exempel 3. har vi skrivit 4 < B . Eftersom 4 = B ( notera att B har minst ett
element som inte tillhor A) kan vi skriva mer precis 4 < B.

Exempel 5.
For standardtalméngderna N, ...,C géller foljande
NcZcQcRcC

Uppgift 1.
Lat Z beteckna méngden av alla heltal. Ange alla element som tillhor f6ljande méngder

a) A={xeZ: -2<x<4} b) B={xeZ: x’ =25}
) C={xeZ: x*=-25 d) D={xeZ: 2x=3}

Svar:a) A={2,-1,0,1,2,3,4 b) B={-5,5! ¢ C=0 d) D=0
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Uppgift 2.
Lat R beteckna méngden av alla reella tal. Ange alla element som tillhor foljande mingder

a) A={xeR: x*=5} b)B={xeR: 2x=3} ¢) C={xeR: x’=-5}

Svar:a) A={—+/5,4/5} b) B={32} ¢) C=0

Maiangdoperationer

1.
Unionen mellan tvd mangder A och B dr méingden av alla element som finns 1 minst en av
mingderna A, B. Unionen betecknas 4 B (utldses A union B).

Alltsa,
AuB={x:xe A4 eller xe B}

C

AUB

Exempel 6.
OmA={1,2,3,4ochB={3,4,56}diar A0B={1,2,3,4,5,6}.

Exempel 7.

Lit ACB.
Diir AUB=B. o

Uppgift 3.
Lat A={xeR:-1<x<3} och B={xeR:2<x<8}.Bestim AU B.

(Tips: Rita A och B pa x-axeln.)

Losning: Notera att A och B dr tva intervall. Vi ritar A och B pa ett reell axel (t ex pa x-
axeln):

N
A\ 4
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Mdingder

Frén ovanstaende grafser viatt AU B ={xe R:-1<x<8}. Notera att 8 tillhor varken A

eller B.

Svar: AUB={xeR:-1<x<8}

2.

Snittet (skdrningen) av tvd méingder A och B dr mingden av alla element som finns i bade

A och B. Snittet betecknas 4~ B (utldses A snitt B).
ANnB={x:xe€ A och xe B}

D

A~B

Exempel 8. A={1,2,3,4} ochB={3,4,5,6} diar

AN B={3,4}.

Exempel 9.

Lit AcCB.

Didr AnB=A4A. ) B
Uppgift 4.

Lat A={xeR:-1<x<3} och B={xeR:2<x<8}.BestimANB.
(Tips: Rita A och B pa x-axeln.)

Losning: Med hjdlp av nedanstaende graf harvi AN B={xe R:2<x<3} .

B
A
S
-1 23 8 ’
PAN
ANB

Svar: ANB={xeR:2<x<3}
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3.
A och B ir disjunkta miangder om de inte har gemensamma element
dvsom AN B =0Q.

@ &

Exempel 10.
A={1,2,3} ochB={8,9.10} da ar
AN B={}=0dvs A ochB édr disjunkta mangder.

4.
Differensen mellan tvd midngder A och B dr méngden av alla element som ligger 1 A men
intei B

A\B ={x:xe 4 och x¢ B}.

@ |

Anmiérkning: Ordningen i differensen ér viktig. Enligt samma definition ar
B\A ={x:xeB och x¢ A}.

A
B

Exempel 11.
Om A={1,2,3,4} och B={3,4,5,6} daér
A\B={1,2} samt B\ A= {5, 6}.

Uppgift S.
Lat A={xeR:1<x<4} och B={xeR:2<x<6}.Bestim A\B och B\A.
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(Tips: Rita A och B pa x-axeln.)
Svar: A\B ={xe R:1<x<2} (Notera att 2 ligger i B och ddrmed kan inte ligga i A\B.)

BVA ={xeR:4<x<6} (Noteraatt4 liggeri A och dirmed kan inte ligga i B\A.)

5.

Komplement. Oftast betraktar vi médngdoperationer mellan delméngder till en kédnd méangd
som vi kallar grundmiingd (eller universell méngd).

Om G ér en grundmingd och A en delméngd till G d4 definieras komplementet till A som

mingden av alla element i G som inte ligger i A. Komplementet betecknas A
AS={xeG:x¢g A (Betecknas dven C(A) och A)

G®c

A

Exempel 12.

Om grundméngden dr mangden av alla reella tal och
A={xe R :x <5} =(-,5]

dadr A ={xeR :x>5} = (5,+)

Uppgift 6.

Lat A={x € R :1< x <5} =(1,5]. Bestim komplementet A .

Svar: 4° = {xe R : x<1 eller x > 5} = (—o0,1]U (5,).
Notera att indpunkten 1 tillhdr komplementet eftersom 1 inte ligger i A. Andpunkten 5 ligger
intei A° eftersom den liggeri A.

Symmetrisk differens.
AAB = (A\B) U (B\4)

AAB

Exempel 13.
OmA=1{1,2,3,4}, och B={3,4,5,6} ddir
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A AB= (A\B) U (B\A)={1,2,5,6}.

Uppgift 7.
Lat A= {1,2,3,4} och B={2,4,8} .
Bestim AU B, AnB, A\B, B\A ochAAB.

Svar:

AU B={1,2,3,4,8}
AN B={2,4}
A\B={1,3}

B\ A= {8}

AN B={1,3,8}

7.

Unionen av flera miingder.
Man kan enkelt visa att (AU B)UC =A4U(BUC) dvs att vi far samma resultat for
unionen av A, B och C oavsett i vilken ordning utfors union-operationer. Darfor kan vi

skriva union av tre méngder utan parenteser 4 U B U C . Alltsa

(AuB)uUC=4u(BuC)=AUuBUC

Mingden AU B U C bestar av de element som ligger 1 minst en av méngderna A, B, C.

AUBULC

&

Pa samma sitt 4, U 4, U---U 4, bestdr av de element som ligger i minst en av méngderna

A,4,,-- A, . Vibetecknar kortare en sddan union som UAI. . Alltsé

i=1
Uda=4v4,0-04
i=1

8.
Snittet av flera mingder.

Eftersom (AN B)NC=4n(BNC), som enkelt bevisas med logiskt resonemang, kan vi

skriva snittet av tre ( eller flera) méngder utan parenteser, ANBNC. Alltsa
ANBNC=(ANB)NC=ANn(BNC).
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ANBNC

A
/YN
o

Snittet av méngderna 4,,4,,--- 4

4 =4n4,n-n4,

i=1
bestar av de element som tillhor alla de givna mingderna.

Uppgift 8.

Lt grundméngden i denna uppgift vara méngden av alla naturliga tal N.

Lat A= {1,2,3,4}, B={2,4,8,13} och C={ 2,3,4,5}.

i)Bestima) AUBUC b) ANBNC ¢) ANB°NC¢ d) AnB“NC
i1) Rita Venndiagram (=mingddiagram) med tillhdrande element i varje del.

Svar:

i)

a) AVBUC={1,234,58,13} b) AnBNC={2,4}

¢) Mingden 4N B¢ N CC bestér av de element som (ligger i A ) och (ligger inte i B) och
(ligger inte 1 C). Alltsa

ANB NC={1}

d) AN B N C bestir av de element som (ligger i A ) och (ligger inte i B) och (ligger i C).
Dérfor AN B N C = {3}

ii)

iy

9.
Komplementet av unionen och snittet.
De Morgans lagar (regler) inom mingdliran
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Mdingder

my) (AU B) =A4“N B¢

m;) (AN B) =4 UB*

Allmiént fall:

ms) (A4ud,u-0d)=4""4 " nnAS
my) (A4Nnd,nnd) =404 U4

Exempel 14. Tillimpa de Morgans lagar p4 uttrycket (M u N U P UR)“.
Tips: (A°) = 4.

Losning: Enligt de Morgans lagar giller

(M UNCUPSURC

=M AN N(P)HNR"  (eftersom (N°) =Noch (P =P)
=M“ N"NNPNR"

Svar: M“"NNPNR°

Bevis for formel m;: (AU B) =A4“NB°
Vi visar att mingderna (4 B) och 4 N B¢ innehéller samma element dvs att

xe(AUB) omochendastom xe AN BC.

Vi har
xe(AUB) & xeg(AUB)<x¢gAd och x¢B
< xeAdf och xeB < xe AN B¢ V.S.B.

Alltsa har vi visat att x € (4U B) omochendastom xe A° N B som betyder att
(AUB) =4“nB° V.SB.

10.
Antalet element i en dndlig méngd A betecknar vi med| 4 |.

Inom sannolikhetslidra och kombinatorik behover vi oftast berdkna antalet element i en
union.
Om E och F ér tva éndliga och disjunkta (£ N F =) mingder

OO

da kan vi enkelt berdkna antalet element i unionen som |E U F |=|E |+]| F|.
I allmént fall anvénder vi foljande formel for antalet element i unionen

|AUB|=|A|+|B|-|ANB|
Forklaring:
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D

AUB

Niér vi berdknar summan | 4 |+ | B| kommer vi att rikna alla element som ligger i A plus
alla element som ligger 1 B. De som ligger i snittet rdknas pé detta sétt tva ganger. For att
kompensera detta subtraherar vi | 4N B].
Alternativa formler for antalet element i unionen far vi genom att dela unionen i disjunkta
delméngder . Fran AU B=(4 \B)u(ANnB)uU(B \A) dir (4 \B), (AN B) och
(B \ A) ér disjunkta mingder (rita Venndiagram).
Darfor
|AUB|=|A\B|+|AnB|+ |B \A|

P& liknande sétt har vi foljande ekvivalenta formler
|AUB|=|A|+|B \A|
|AUB|=|B|+|A4 \B|

Exempel 15.

Vi vet att mdngden A har 100 element , mdngden B har 60 element och att de tvd mangder
har 40 gemensamma element. Hur ménga element finnsi 4 U B.

Losning: |AU B|=|A|+|B|-|A4n B|=100+60-40=120

Svar: 120

Exempel 16.
Lat A= {a,b,c,d,e} och B={c,d,e,f,g}. D4 ér
AU B = {ab,c,d,e.f,g} ochdirmed |4AU B |=7.

Det dr enkelt att kontrollera att a/la ovanstdende formler ger samma resultat.

Anmirkning:

For antalet element i unionen av tre méngder har vi f6ljande formel:
|AOBUC|=|A4]|+|B|+|C|=|ANB|-|ANC|=|BNC|+|ANnBNC|
Denna formel kan generaliseras sé att den géller for n méngder.

11.
Potensméngden

Definition 5. Potensméngden (eng. power set) till en mangd A dr mdngden av alla
delméngder till A inklusive den tomma méngden och méngden A sjélv.

Potensméngden till A betecknas 2(A) .

Om mingden A har n element da har 2(A) 2" element (vi upprepar att element i 2(A) ar
delméngderi A) .

Exempel 17.
Bestdm potensméangden till A={a,b,c}. Hur manga element har 2(A) ?
Tips: glom inte den tomma méngden och méngden A sjilv .
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Losning.
Vi anger alla delméangder till A inklusive @ och hela A={a,b,c} .
P(A):s element &r:

Q, (den tomma méngden)

{a}, {b}, {c}, (delméngder till A som har 1 element)

{a,b},{a,c}, {b,c} (delmingder till A som har 2 element)

{a,b,c} (delméngden till A som har 3 element, dvs méngden A sjélv)

Vi samlar alla delmédngder inom méangdparenteser. Alltsa ar

P(A) ={9, {a}, {b}, {c}, {a,b},{ac}, {b,c},{ab,c}} .
P(A) har 8element (alltsa lika med 2°) .

12.

Riéknelagar for mingdoperationer ( de flesta av nedanstdende formler har vi diskuterat
ovan)

I nedanstdende formler betraktar vi miangder som ligger i en grundméngd G .

FI) AnB=BnA kommutativitet
F2) AuUB=BuU A

F3) (AU B)uC=A4uU(BuUC() associativitet
F4) (ANnB)NC=4An(BNC)

F5) Au(BNC)=(4AVB)n(Au () distributivitet
F6) ANn(BUC)=(AnB)u(4nC)

F7) (A1 Ud,u---UA, )C =4°NA Nn--nA4° deMorgans lagar
F8) (A4nd,n-nd) =404 U-u4dS

F9) A\B= ANB¢

F10) AAB=(A\B)U(B\A)=(ANB)U(BNA°)
FI11) (49 =4

FI12) AuD=4

FI3) An@=0

Fl4) AuAd=4

FI15) AnA=4

Vi bevisar formel F5 dvs formeln 4U(BNC)=(AUB)N(AuC). For att gora detta
visar vi att ett element x liggeri 4 U (BN C) om och endast om x ligger i
(AuB)N(4u ().

Vi har

xeAu(BNC)

< xedeller xe(BNC)
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< xedeller {xeB och xeC}

< {xedeller xeB}och {xe Aeller xeC}

< xe(AUB) ochxe(4uC)
Sxe((AuB)N(AV(C))

Dirmed har vi bevisat att AU(BNC)=(AUB)N(AUC(C).

BLANDADE OVNINGAR

Uppgift 9. Beskriv med méngdoperationer de mingder i nedanstaende grafer som ar
markerade med bla farg.

A B
a)

A B
b)

A B
c)

Svar:a) A\B (alternativt svar 4N B)

b) B\4 (alternativt A N B)
c) ANB

Uppgift 10.
Anvind méangdoperationer for att beskriva en miangd som bestér av alla element x sadana
att

a) x ligger i A men inte i B

b) x ligger i B men inte 1 A

c) x ligger i bade A och B (dvs x ligger i A och x ligger i B)
d) x ligger i minst en av A, B.

e) x ligger i varken A eller B

f) x ligger 1 exakt en av A och B

Svar:
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a) AN BC (alternativt svar 4\ B )
b) A°NB (alt. B\4)

c) ANB
d AuUB
e) A°NB°

) (A "B)U (AN B°)

Uppgift 11. Beskriv med mangdoperationer de méngder 1 nedanstiende grafer som &r
markerade med gron férg.

A@ | A@ |

a) ¢ b) ¢

A : % % : B A : % % : B
C C

C) d)

Svar:a) ANB“NC° b) ANB
c) ANnBNC d (A4uC)n B

Uppgift 12

Vi betraktar tre mangder A, B och C (som ligger i en grundmingd G). Anvénd
mangdoperationer for att beskriva en mangd som bestar av alla element x sddana att

a) x liggeri A och B meninteiC

b) x ligger varken i A eller C men x ligger i B

{dvs (xliggerintei A) och (x ligger inte 1 C) och (x ligger i B)}

c) x ligger i alla tre mdngder (dvs x ligger i A och x ligger i B och x ligger i C)
d) x ligger i minst en av A, B, C.

e) x ligger inte i ndgon av A, B eller C.

f) xligger iexaktenav A, B, C.

g) x liggeriexakttvdav A, B, C.
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Mdingder

Svar:

a) ANBNCS b) A“NBNC° ¢) AnBNC
d AUBUC e) A°NB°NCC

) (A“NB NC)UU NBNCHYUUANB NC)
g) (A“NBNC)UANB NC)U(ANBNC)
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