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SF1624 Algebra och geometri
L dsningsbrslag till tentamen 2010-10-22

DEL A

(1) Uttrycket
(,y,2) = (1,1,1) + s(1,3,0) + (0,5, 1)

definierar ett plari}’ i rummet dars ocht ar reella parametrar.
(a) Bestam en normalvektor till planet med hjalp av krysspkten av de bagge rikt-

ningsvektorerndl, 3,0) och (0,5, 1). (1)
(b) Bestam en ekvation for planBt pa formemuz + by + cz + d = 0. (2)
(c) Bestam det kortaste avstandet fran pldivetill origo, exempelvis genom att proji-

cera vektorn fran origo till punktefi, 1, 1) pa normalvektorn till planet. (1)

Losning. (a) Planets normalriktning ges av vektorprodukten mehdnicke-parallella
tangentvektorer. Tva sadana vektore(iams, 0) och(0, 5, 1). Vi noterar att

(1,3,0)x (0,5,1)=(3-1—0-5,0-0—1-1,1-5—3-0) = (3,-1,5).

(b) Eftersom normalvektorn ger oss koefficientetna och c i planets ekvatiormx +
by + cz + d, kommer ekvationen att kunna skrivas

3r—y+52+d=0.

Vi far d genom att stoppa in koordinaterna for en punkt i planet. &tas punkt ar
(1,1,1), vilket ger

3—1456+d=0 <<= d=-T.
Ekvationen for planet ar alltsa
3r—y+5z2—7=0.

(c) Kortaste vagen fran origo till planet gar langs mennormalriktning. Den punkt
pa planet som ligger narmast origo ar alltsa pa forien—1,5) = (3k, —k, 5k).
Ekvationen for planet ger att

3(3k) — (—k) +5(5k) —7T=0 <= 35k=7 <= k=1/5.
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Punkten ar allts& (3, —1,5), och avstandet till origo &r lika med normen av denna
punkt:

1 1 35
—(3,—-1,5)||==v3Z+124+52= —.
156, -1,5)] = zvEF 245 =

Vi kan ocksa berakna detta genom att projicera vektoan fifigo till (1,1,1) pa
normalvektorn. Da far vi en vektor fran origo till den gdn planet som ligger
narmast origo.

1,1,1) - (3, -1 1
(1,1,1)-(3,-1,5) (3,—1,5):1(3,—1,5)=—(3,—1,5>-
3,—1,5)-(3,—1,5) 35 5

Pa nytt ar avstandet normen av denna vektor.
Ytterligare ett satt ar att anvanda formeln for avsigtrmellan en punktz, yo, 20)
och ett plarmz + by + zc¢ + d = 0:

|CI,ZCQ -+ byo -+ C2o —+ d|

Proj(s,—1,5)(1a 1,1)= (

avstandet=
| uppgiften ar(xo, yo,20) = (0,0,0) och (a,b,c,d) = (3,—1,5,—7), vilket ger
avstandet
3:0-1-0+5-0-7] 7 /35
V32412452 35 5
O
Svar:

(a) Planets ekvation & — y + 5z — 7= 0.
(b) Avstandet ar/35/5.
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(2) LatT vara avbildningen fraiR? till R? som relativt standardbasen har matrisen

(o),

(a) Beskriviord vadl' gor. (1)
(b) Vilken matrisrepresentation fdrti basenB = {(2,1), (—1,2)}? (3)

Losning. (a) T roterar planet 90 grader medsols. Det racker att se pa/vgdr med
standardbasvektoreriia, 0) och (0, 1) och vi far att

T(1,0) = (_01 (1)) ((13) - (—01)
T(0,1) = <_01 (1)) @ - @ |

(b) Basbytesmatrisen
2 —1
P- (0 5)

med de nya basvektorerna som kolumner avbildar vektorerkoertinater i nya
basen till vektorer med koordinater i standardbasen. srer

1/2 1
,1__
P _5<—1 2)

konverterar at andra hallet. Relativt den nya basen septerad” av matrisen

e ()=t (D) ()= ),

Vi kan ocksa se direkt pa vat gor med basvektorernai:

(4 )0 ()0 ()
- (4 @) -0 ()0 ()

Alltsa avbildas den forsta basvektorn pa minus den aadnaden andra avbildas pa
den forsta, vilket innebar att matrisen ar

0 1
B:<_1 0).
Svar:

(a) T roterar planet 90 grader medsols.

och
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(b) I den nya base® representeras av matrisen

s = (%) ¢)-
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(3) (a) Anvand Gausselimination for att bestamma en dasdlirummet till matrisen

3 1 4 2
1 3 0 4
A=lo 4 =2 5
1 -1 2 -1
3)
(b) Anvand rakningarna fran del (a) for att bestamnmaetisionen for kolonnrummet
till A, dvsrangert av A. (1)

Losning. (a) For att hitta en bas for kolonnrummet tillléser vi det homogena systemet
som svarar mot ekvationefix = (0. Med Gausselimination pa totalmatrisen far vi

3 1 4 2]0 T
1 3 0 410 "
0 4 —2 5|0 |7 |rs
1 -1 2 —-11]0 4
1 3 0 4]0 "
3 1 4 2 O 7"2-37"1
“lo 4 —2 50 s
1 —1 2 —1 O Tq —T1
1 3 0 4]0 r
0 -8 4 —1010 —1ry —3n
“lo 4 -2 510 rs + Lry
0 —4 2 —510 T4y — 372
13 0 4]0
101 =5 0
00 000
00 000

Vi ser attr; ochx, ar fria variabler eftersom motsvarande kolonner sakrdande
ettor. Darfor infor vi parametrar ocht och farzs = s, 24, = t. Ur andra ekvationen

kan vi sedan losa ut, som
1 5 1 5,;
To — 233‘3 45(?4 = 28 1

och sedan ur den forsta

3 15 3 1
I = —31'2 —41'4 == —§S+ Zt — 4t = —58 — Zt
Darmed kan alla ldosningar skrivas som
3 1.1 5 31 1 5
=(—-=s—-t,=s—-t,s,t) =s(—=,=,1,0)+t(—,—-,0,1
(x17x27x37x4) ( 28 4 728 4 Sy ) 8( 2727 ) )+ ( 47 47 9 )

leng.rank
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och vektorerna—3/2,1/2,1,0), (—1/4,—5/4,0, 1) utgdr en bas for nollrummet ill
A.

(b) Enligt en kand sats fran boken ar summan av rangen olltumsdimensionen for
en matris lika med antalet kolonner, och eftersom nollrutsrdenension a2 enligt
(a) far vi att kolonnrummets dimension4ér- 2 = 2.
Vi kan ocksa se rangen fran antalet ledande ettor efter atfort Gausseliminatio-
nen i (a) och darmed far vi ocksa att rangen.ar

(]

Svar:
(@) En bas for nollrummet ges av exempel{fis-3/2,1/2,1,0), (—1/4,—-5/4,0,1)}.
(b) Kolonnrummets dimension ar
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DeEL B

(4) Visa hur Gram-Schmidts metod fungerar genom att besten ortonormal bas for det
underrum iR* som spanns upp av vektorerfia0, 0, 1), (1,1,1,1), (3,3,1, 3). (Anvand
den vanliga euklidiska inre produkten, dus v) = u - v.) 4)

Losning.Latu; = (1,0,0,1),us = (1,1,1,1) ochus = (3, 3, 1, 3) vara vektorerna som
utgor den givna basen fé#. Vi bildar nu successivt en ny ortogonal bas utifran dessa
bestaende av tre vektorer, v, ochvs.

Gram-Schmidts metod borjar med att vi valjer = u;. Nasta vekton, ska tillsam-
mans medv; spanna upp samma delrum sam och u,, men vara ortogonal mot;.
Detta astadkommer vi genom att dra bort projektionenapav; franu,. Detta innebar
att vi tar derkomposanav u, som ar vinkelrat mot .

Vi beraknar

vy =uy — projy, uy = (1,1,1,1) — %(1 0,0,1)
=(1,1,1,1) — 2(1,0,0,1) = (0,1, 1,0).
Vi ska sedan ga vidare och ersattamed en vektor som tillsammans medochv,
spanner upp?, men som ocksa ar ortogonal mot det delrum som spannswppach

vy. Eftersomv; ochv, utgor en ortogonal bas for detta delrum far vi
V3 = U3 — proj,, — proj,, us
dvs
—(3.3.1.3 (83:3,1,3)(1,00.1) 1 (9 1 (33.13)-(0.1,1.0) (g 1 1
V3 —( 39y Ly )_ 1707071).(1707071)( y Uy Uy )_(0,1,1,0)-(0,1,1,0)( rT )
=(3,3,1,3) — £(1,0,0,1) — 2(0,1,1,0) = (0,1, —1,0)

For att nu fa en ortonormal bas behovemarmerabasvektorerna och far da eftersom

[[val[? = [[val? = [|vs][* = 2 att
B = {(1/v2,0,0,1/V2),(0,1/v2,1/v/2,0), (0,1/v2, ~1/V2,0)}
utgor en ortonormal bas fo#’. OJ

Svar: Gram-Schmidts metod leder till den ortogonala basen

B={(1/v2,0,0,1/v2),(0,1/v2,1/v/2,0),(0,1/v2,—1//2,0)}.
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1 4
B:(—30 —11)'

(a) Visa att vektorerna = (—2,5) ochf = (1, —3) ar egenvektorer tilB, och bestam

(5) Betrakta matrisen

deras tillhorande egenvarden. (1)
(b) Uttryck vektornu = (—8,22) som en linjarkombination a& ochf. (2)
(c) BeraknaB**u med hjalp av resultaten fran (a) och (b). (1)

Losning. (a) Vi utfor matrismultiplikationernae och Bf, och erhaller

[-22+20]  [-2] _
Be = {60—55] - {5} -
11 —-12 -1
Bt = {—30+33} = [3} =t
Per definition har vi até ochf ar egenvektorer tilB, med respektive egenvardén

och—1.
(b) Vi vill skriva vektornu = (—8,22) som en linjar kombinatiome + bf. Detta ger

ekvationssystemet

vilket vi skriver somu = [ } Inversen till matriser® ar

1
,1 _ -
-t
Detta ger

a -3 —1||-8 2
@ i -1 = [=)- 1)
(c) Vi har fran uppgifterna ovan att = 2e — 4f, dare och f ar egenvektorer med
egenvarden och—1. Detta ger att
B%a = 2.B%.e—4.B%.f
2) = 2(1)%e — 4(—1)"f = 2e + 4f = 2(—2,5) +4(1,-3) = (0, —-2).
Dvs, B¥u = (0, —2).
Alternativt kan vi for gora det genom att vi fran uppgifta (a) och (b) har vi att
matrisenB ar diagonaliserbar, och att

o] o,
D_{O _1}_13 BP.

Specielt har vi atPDP~! = B. Darmed ar
B%u = PD*P 'u,



SF1624 Algebra och geometri - Modelltentamen

Vi har att D*3 = D, och fran (1) har vi atP~'u = {_24} . Detta ger att

pou =2 A A2
-[3 S -[%)

Svar:

(a) Se ovan.

(b) (—8,22) = 2e — 4f.
(c) B¥Bu=(0,-2).
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1 2 1 0
A_<6 5) och P_<0 a),

dara ar en positiv konstant. Bestamsa attR? har en ortogonal bas bestaende av egen-
vektorer till matrisen3 = P~' AP. Ange aven en sadan bas. 4)

(6) LAt

Losning.Vi kan bilda en ortogonal bas av egenvektor till en given malk om och
endast omB ar symmetrisk. Nu ar

a1 0N [1 2\ /(1 0\ (1 2a
B=r A})_-(O 1/a)\6 5)\0 a) \6/a 5 )"
Denna matris ar symmetrisk om och endast om

2a=6/a = a®=3 <= a==V3
Eftersoma ar positivt, maste vi ha att = /3. Vi far att

(1 2V/3
S \2v3 5 )
Det karakteristiska polynomet tilp ar
A—1 —2v3 | 2
- —(A=1DA=5)—12=X—6A—T.

Nollstallena till detta polynom ges av
A=3+V34+T7=3+4,

Egenvardena ar allts§ = 7 och )\, = —1.
Egenvektorerna horande till egenvardet= 7 ar losningarna till ekvationen

(TI-A)x=0 <+ (_26¢§ _22ﬁ)(§):(8)

Genom att dela forsta raden me@+/3 och den andra raden medar vi en och samma
ekvation, namligen-v/3-xz+y = 0. Denna ekvation har den allmanna losningery) =

t(1,v/3).

Egenvektorerna horande till egenvardet= —1 ar losningarna till ekvationen

s = (5 ) ()-(0)

Denna gang far vi ekvationen+ /3 -y = 0, vilken har den allmanna losningén, y) =
t(v/3,-1).
En ortogonal bas av egenvektorer ges allts&(avy/3), (v/3, —1)}. O

Svar: Vardeta = /3 ger den ortogonala baséfi, v/3), (v/3, —1)}.

Var god \and!
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DeL C

(7) Lat planeti? vara definerat av ekvationent y + 2 = 0 och betrakta den linjara avbild-

ningenT: R* — R3 som definieras genom att varje punk&i projiceras ortogonalt pa
planetiV.

(a) Bestam en matrisrepresentation fomed avseende pa en bas dar en av basvekto-

rerna ar normalvektor till planet och de andra tva liggeliainet. (1)
(b) Anvand basbytesmatris for att fran svaret i (a) konfram till standardmatrisen for
avbildningenT'. (3)

Losning. (a) Matrisrepresentationen for avbildning€nmed avseende pa basén=
{n, vy, vy}, darn ar en nollskild normalvektor tilli’, och vektorernas,, v, ar en
bas forlV ges av formeln

D= [[T(n)]p [T(vi)]s [T(v2)]s]-

Vi har uppenbarligen atf’(n) = 0,7(vy) = v; och attT(v,) = v,. Detta ger
matrisen

D=

o OO

0
0
1

N O = O

(b) Vi har sambandett = PDP~!, dar
dar P ar basbytesmatrisen

P = PB—>S
fran basenB till standardbasels. BasenB valjer vi konkret att vara
n=(1,1,1), v;=(1,0,—1) vy, =(0,1,-1).

Matrisen P har vektorernan, vq, vy Sina koordinater som respektive forsta, andra
och tredje kolonn. Vi beraknar inverséit! med Gauss-Jordan elimination, vilket
ger

ar standardmatrisen till avbildningén och

1 1 1 1
P1=212 -1 -1
311 2 1
Standardmatrisen ges av

] (1 1 0 0O 0 0
A=PDP' = - |1 0 1 2 -1 -1
St -1 —1] -1 2 -1

[2 -1 -1

_ 1 -1 2 -1

Sl-1 -1 2
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(8) Pa julafton kokar Algot en tallrik grot och stallemvihusknuten. For att vara saker pa att

den ar genomkokt mater han temperaturen, och den ar myikkgt 100 grader enligt
termometern. Efter en timme smyger han ut och ser att tonmtenhiar varit dar annu,
och han passar pa att mata grotens temperatur igen: dérgEfter ytterligare tva timmar
har tomten fortfarande inte varit framme. Algot mater temgburen annu en gang och nu
visar termometern bara 1 grad. Tomten har fastnat i en skoosth det tar ytterligare tre
timmar innan han hittar fram till groten.

Det ar nollgradigt ute och enligt Newtons avsvalningslatiey

T — 10a7bt

darT ar temperaturen (i grader)ar tiden (i timmar) octu ochb ar reella konstanter.

(a) Logaritmera avsvalningslagen titlg,, 7" = a — bt. Algots matningar ger tre ek-
vationer men vi har bara tva obekantapch b. Vad blir « ochb om man loser ek-
vationssystemet med minsta-kvadratmetoden? (For paddl x ar 10-logaritmen,
log,, =, det tal som uppfyllei0'°s10® = x. Exempelvis atog,, 100 = 2 eftersom

100 = 10%) (3)
(b) Om vi ska lita pa minsta-kvadratmetodens approxinmatiad har groten for tempe-
ratur nar tomten kommer? Svara med ett brak eller pa dafonm. (1)

Losning. (a) Ekvationssystemet kan skrivas

a—0b-0 =log;,100 a—b-0 =2
a—b-1 =log10 <=4 a—-b-1 =1
a—b-3 =log,l a—b-3 =0

eller pa matrisform

1 0 a 2

1 -1 <b) =11

1 -3 0
Vi far normalekvationerna genom att multiplicera med sgstatrisens transponat
fran vanster,

(1 1 1) 1_01 (a)_(l 1 1) ?
0 -1 =3/, 4] \b 0 -1 =3) |,
och utraknat,

3 —4\(a\ (3

-4 10)\v)  \-1)°

Detta ekvationssystem har losniag= 13/7, b = 9/14.
(b) Enligt avsvalningslagen ar grotens temperatur éti@mmar

T=107"1%=10"2%=0.01
grader.
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Svar:
(@) a=13/7Tochb=9/14.
(b) Grotens temperatur ar 0.01 grader nar tomten kommer.

13
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(9) LatV ochW vara3-dimensionella underrum i eftdimensionellt vektorrun/. Visa att

det maste finnas nagon nollskild vekiosom tillhor badeé/ och V. 4)

Losning.Lat {v, v», v3} vara en bas fok” och {w,, wy, w3} vara en bas foiV. Ef-
tersom det inte kan finnas en uppsattning av sex linjartadrele vektorer i ett fem-
dimensionellt rum maste det finnas en linjarkombination

a1 vy + agva + asvs + agvy + asva + agvs = 0
dar inte alla koefficenter ar noll. Vi kan skriva om dettanso
a1vy + agvy + agvy = —a4Wi — AsWa — AgW3

och ser da att vektorn = a;v; + asvs + asvs ligger i V, men ocksa iV, eftersom
u = —ayw; —asws — agws. Eftersom{vy, vy, v3} och{wy, wy, w3} ar baser kan inta
vara noll utan att alla koefficientet, a-, . . . , ag ar noll. Darmed an en nollskild vektor
som ligger bade V och i . O




