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UPPGIFT
(1) Betrakta det linjara ekvationssystemet
T + T2 + T3 = 7,
1 — T3 + T4 = 8,

.T2—|—2.§L’3—|—.T4:9.
(a) Anvand Gausselimination for att dverfora totalnssn for ekvationssystemet till

reducerad trappstegsfotm (2)
(b) Ange losningmangden for ekvationssystemet melp lg@ den reducerade totalma-

(1)

trisen.
(c) Forklara hur det kommer sig att det finns losningasgitemet aven om man andrar
hogerledet. (1)
(2) Betrakta triangelm™ BC' med horn i punkternal = (1,0,1), B = (2,-3,2) ochC =
(4,1,0)i R3.
(a) Berakna koordinaterna for vektorema= AB ochv = AC. (1)
(b) Anvand kryssprodukten for att berakna arean av gedmABC. (2)
(1)

(c) Anvand skalarprodukten for att berakna cosinus/fidkeln vid hornetA.

(3) Bestam alla tal sa att punkterndl, 2, 3), (2,3,2), (t + 1,3,t + 2) och (¢, 2t, 2t + 5)
ligger i samma plan R3 och ange en ekvation for detta plan for nagot av dessdevar
(4)

for t.

Ireduced row-echelon form



LOSNINGSFORSLAG

(1) (a) Totalmatrisen for systemet ges av

1 1 1 07
1 0 —1 1|8
0 1 2 119
och med halp av Gauss-Jordans metod kan vi dverfora llénertriangular form:
11 1 0|7 o) 1 1 10]|7 7o
10 -1 1|8 | ~|rm=r|~|0 =1 =2 1|1 |~]| —r9
0 1 2 119 T3 0 1 2 119 T3+ T
10 -1 1] 8 = irg 10 -1 0]3)
~1 01 2—1—1~r2+§r3~01204
00 0 2|10 73 00 0 1]5

(b) Eftersom det ar en av kolonnerna i koefficientmatrisem snte har en ledande ett
far vi infora en parameter och sattar; = t. De Ovriga variablerna kan nu direkt
losas ut fran de tre ekvationerna som motsvarar raderradrisan:

r1=34+a3=3+4+t, wx9=4-—2r3=4—2t och xz,=>5.
Losningsmangden ges darmed av
(1,29, x3,24) = (3+ 1,4 — 2t,1,5)
dart ar en reell parameter.

(c) Eftersom det finns en ledande etta i varje rad i koeffioattisen kan det aldrig bli
en ledande etta i hogerledet, oavsatt hur det ser ut. Vdkamed finna losningar for
alla mojliga hogerled precis som for hogerledats, 9).

(2) (a) Ortsvektorerna for punkterna ges av vektoreraa tfigo till respektive punkt, dvs
OA = (1,0,1),0B = (2,-3,2) ochOC = (4,1,0). EftersomOA + AB = OB
far vi

u=AB=0B—-0A=(2,-3,2)—(1,0,1) = (1,-3,1)
och pa motsvarande satt
v=AC=0C - 0A=(4,1,0) — (1,0,1) = (3,1, —1)

(b) For att berakna arean med hjalp av kryssprodukte@rater vi att triangelns area ar
halften av arean av den parallellogram som spanns uppamhv. Arean av denna
parallellogram ges av normen av kryssprodukienv. VI beraknar kryssprodukten
till

-3 1 1 1] ]1 -3
uxv =(1,-3,1)x(3,1,-1) = | ,—‘3 1l ls
—((=3)-(=1)=1-1,—=1-(=1)+1-3,1-1—(=3)-3) = (2,4, 10)

Normen av denna ges &2, 4, 10)| = v/22 + 42 + 102 = /120 = 2¢/30. Alltsa ges
arean av triangeln ay'30 areaenheter.



(c) VI kan berakna cosinus for vinketnvid hornetA genom

u-v (1,-3,1)-(3,1,-1)
cosa = =
DENEESEET L
1

Cful- v /1234 (—
C1-34(=3)-1+1-(-1)
a 11 11°

(3) Om de fyra punkterna ligger i samma plan finns det en niddiskvationax + by +
cz +d = 0 som alla punkter uppfyller. Detta ger oss ett homogenatingkvationssy-
stem med fyra ekvationer och fyra obekanta, vilket har iikiela I6sningar precis om
ekvationerna ar linjart beroende.

Totalmatrisen for ekvationssystemet ges av

1 2 3 110
2 3 2 1|0
t+1 3 t+2 1]0
t 2t 2t+5 1|0

och vi kan anvanda Gausselimination for att se nar desficke-triviala losningar:

1 2 31/0 r
2 3 2 1|0 ry — 21
t+1 3 t+2 1|10 |7 [rs—(t+1Dr

t 2t 2t+5 110 T4—t7“1
1 2 3 1|0 r
0 -1 —4 =10 —ry

Tlo1—20 —1—2t —t]0 |7 |rs4+ (=20
0 0 65—t 1—t[0 Ty
12 3 1]0
0 1 4 1{0

"l oo —5+6t t—1]0
00 5—t 1—t|0

Vi kan i det har laget se att det finns icke-triviala 1osgan om och endast om de tva sista
raderna ar linjart beroende eftersom det redan finns tbelattor i det tva forsta raderna
och motsvarande positioner ar noll i de sista tva.

Alltsa kan vi avgora detta genom att se pa determinanté@a2-matrisen

6t—5 t—1
(520100
somges ay6t —5)(1 —t) — (t —1)(5 —t) = =5t(t — 1).

Darmed ligger de fyra punkterna i samma plan precistom 0 ellert = 1. Vi kan
satta in dessa varden patotalmatrisen ovan for att berakna losningen till gyset. For



Svar:

t = 0 far vi
1 2 3 110 1 2 3 110
0 1 4 110 01 4 1|0
00 -5 —-1/0 7001 1o
0 0 5 110 0 0 0 00
med losningl = s, ¢ = —%s, b= —s-+ %s = —%s ochg = —s + %s + %s =0, dars ar

en reell parameter. Med= 5 far vi planets ekvartion till-y — 2 +5 = 0, dvsy + 2 = 5.
Medt = 1 far vi

123 1]0 123110
014 1|0 014 1|0
0010/0] lo0oo010]0
004 0/0 000 0|0

vilket ger losningl = s,c=0,b=—-s—4-0=—socha=—-s—-3-0—2-(—s) = s.
Med s = 1 far vi planets ekvation tilk — y + 1 = 0, dvsz — y = —1.

Det gar ocksa att losa uppgiften pa flera andra sattnpedvis genom att anvanda
kryssprodukten mellan vektorer mellan punkterna foratidrmalriktningen till ett plan
som innehaller tre av de fyra punkterna. Vi far fyra mgglisatt att valja ut tre av punk-
terna och alla punkter ligger i samma plan om dessa fyra noaki@rer ar parallella.

Vi far da exempelvis kravet afti, 1, —1) x (¢,1,t — 1) = (t,1 — 2t,1 — t) ska vara
parallell med(1, 1, —1) x (¢t — 1,2t — 2,2t 4+ 2) = (4¢,—1 — 3¢, ¢ — 1). Vi ser att kvoten
i den forsta positionen & om intet = 0, vilket i den sista positionen leder till att
(t —1) =4(1 —t). Alltsa maste = 0 ellert = 1 for att de ska vara parallella. Vi far nu
direkt normalvektorerna for planen genom att satta+n0 ocht = 1, vilket ger(0, 1, 1)
respektive(1, —1,0). For att fa reda pa konstanttermen i ekvationen sattiernagon av
punkterna, tex1, 2, 3) och fary + » = 5 respektiver — y = —1.

(1) (a) Den reducerade trappstegsformen ar

10 -1 03
01 2 04
00 01]5

(b) Losningarna ges aw, xo, z3,x4) = (3+t,4 — 2t,t,5), dart ar en reell parameter.
(c) Det finns losning for alla hogerled eftersom varje haa en ledande etta i koeffici-
entmatrisen.

(2) (a) Koordinaternages av= (1,—3,1) ochv = (3,1, —1).

(b) Arean av triangeln &y/30 areaenheter.
(c) Cosinus for vinkeln ar1/11.

(3) Punkterna ligger i ett plan precis am= 0 ellert = 1. | det forsta fallet ges planet av

y+z=>50ochidetandraay — z = —1.



PRELIMINARA BEDOMNINGSKRITERIER

Mindre raknefel ger i allmanhet inget avdrag om de intgerdligt andrar uppgiftens karaktar.
1) (@ o Korrekt paborjad Gausseliminatiohpoang.
e Korrekt slutford Gauss-Jordaneliminatidnpoang.
(b) Korrekt anvandning av den reducerade totalmariseattdbestamma losningmanden,
1 poang.
(c) Korrekt motivering till att systemet ar losbart avem hogerledet andra%,poang.
(2) (a) Korrekt berakning av koordinaterna for baggetoedr, 1 poang.
(b) e Korrekt beraknad kryssrproduki,poang.
e Korrekt anvandning av kryssprodukten for att berakmeaarl poang.
(c) Korrekt berakning av cosinus for vinkeln mha skatagukten,1 poang.
Korrekt princip for att avgora om de fyra punkterna liggett plan,1 poang.
Korrekt uppstallt villkor p& for att de ska ligga i ett plard, poang.
Korrekt motiverade varden gal poang.
Korrekt motiverad ekvation for planets ekvation fo£ 0 eller fort = 1, 1 poang.

3)



