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UPPGIFT

(1) Betrakta det linjara ekvationssystemet

TrT — To -+ T3 + 233‘4 = 3,
ry + T2 — T3 + Ty = 1,
r1 — 3x3 + 3xr3 + 3x4 = a.

dara ar en konstant.
(&) Anvand Gausselimination for att dverfora totalnssn for ekvationssystemet till

trappstegsformi fallet daa = 6. (2)
(b) Bestam det varde pa konstantefor vilket systemet har [osning. (1)
(c) Ange tre olika losningar till systemet for detta vanoia. (1)
(2) Matrisen
2 -1 0 0 O
—1 2 -1 0 0
A= 0 -1 2 —1 0
0 0 -1 2 -1

0o o0 0 -1 2

ar ett speciallfall av en typ av matriser som ofta forekaaninolika tillampningar, ex-

empelvis i samband med diskretisering av differentialékveer for numerisk l6sning.

Anvand rad- eller kolonnoperationer for att beraknaed®inanten av matrised.  (4)
(3) Betrakta de tva linjerna i rummeR?3, som pa parameterform beskrivs av

(:an?Z) = (]-7 1a0) +1- (1a _1a ]-) och (:an?Z) = (].,0, ]-) +1- (1a07 _1)

(a) Bestam med hjalp av kryssprodukten en vektor somtagonal mot bagge dessa

linjer. (1)
(b) Kontrollera med hjalp av skalarprodukten att dennktaeverkligen ar ortogonal
mot bagge linjerna. (1)

Irow-echelon form



(c) Bestam en ekvation for ett plan som ligger mellan déisger, dvs ett plan som ar
parallellt med bagge linjerna och sadant att de tvaiirgdigger pa olika sidor om
planet. (2)

LOSNINGSFORSLAG
(1) (a) Oma = 6 blir totalmatrisen for systemet

1 -1 1 2|3
1 1 -1 1|1
1 -3 3 3|6

Vi ska anvanda Gausselimination for att overfora toiisen till trappstegsform.
Efter varje totalmatris nedan anges vilken eller vilka paelationer som ska goras
for att erhalla nasta totalmatris.

1 -1 1 213 newrowl = oldrowl
1 1 -1 1|1 newrow?2 = oldrow2 + (-1)oldrowl
1 -3 3 3|6 newrow3 = oldrow3 + (-1)oldrowl
1 -1 1 2] 3 newrowl = oldrow1l
~10 2 -2 —1|-2 newrow?2 =(1/2)- oldrow2
i 0o -2 2 1 3 newrow3 = oldrow3
(1 -1 1 2 3 newrowl = oldrow1
~10 1 -1 —-1/2|-1 newrow?2 = oldrow?2
i 0 -2 2 1 3 | newrow3 = oldrow3 +2- oldrow?2
(1 -1 1 2 3]
~10 1 -1 —1/2]|-1
0 0 0 0 | 1

Nu ar totalmatrisen pa trappstegsform. (Tredje radetainuatrisen svarar mot ek-
vationen0 = 1, sa systemet saknar losning.)

(b) Om man byter ut hogerledétmot hogerledet i den ursprungliga totalmatrisen
ovan, samt genomfor samma radoperationer som nyss, &sddtalmatrisen

1 -1 1 2 3
0 1 -1 —1/2| -1
0 0 0 0 |a—5

Tredje raden svarar mot ekvationer- a — 5, sa systemet saknar losning ang 5,
medan systemet har losning(ar) am= 5, texaxs =0, 24 = 0, 29 = —1, 21 = 2.
1 -1 1 2 3
(c) Oma = 5 blir sista totalmatrisenovap0 1 -1 —-1/2| —1
0O 0 O 0 0
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Genom att addera andra raden till forsta raden erhallsetiucerade trappstegsfor-
men

1 0 0 322

0 1 —1 —1/2|-1

0 0 0 0 0

Den allmanna losningen till systemet erhalls nu gendnsatta de baggfia vari-
ablernaxs ochz, till ¢ resps, och sedan uttryckbundnavariablernar; ochxy i ¢
ochs. Detta ger lésningen

(1, 22,3, 24) = (2 —3t/2, =1+ s+1t/2, s, 1),

dars ocht ar godtyckliga tal.
Med exempelvigs,t) = (0,0), (s,t) = (1,0) och (s,t) = (0,2) erhalls de tre
l6sningarna

(.’,171,.1’2,.1’3,1‘4) = (27 _17 07 0)7 (.1'1,.’172,373,.1'4) = (27 07 17 0) 00h($€1,.’1§'2,$’3,$‘4) = (_17 07 07 2)

(2) Med hjalp avelemendra radoperationer transformerar vi matrisen till en dvartgular
matris vars determinant sedan enkelt kan beraknas, @ftedeterminanten av en trian-
gular matris ar lika med produkten av dess diagonalelémen

| sjalva verket racker det i detta exempel med upprepadraining av operationen

“addera en multipel av en rad till en annan rad”, vilket sorkd inte andrar determi-
nantens varde.
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(3) (a) Att vara ortogonal mot bada linjerna har bara megtiras riktning att gora och vi
kan darmed fa fram en sadan vektay,som kryssprodukten av linjernas riktnings-
vektorer,u ochv, dvs

1 -1
1 0

(1,2,1)

n=uxv =(1,-1,1)x(1,0,-1) = 0 1 1 1

(=1)-(-1)—1-0,—-1-(=1)+1-1,1-0—(=1)-1)

(b) Vi kan nu kontrollera genom skalarprodukten att
(,2,1)-(,-,)=1-142-(-1)+1-1=1-2+1=0

J

-1 1_‘1 1

och
(1,2,1)- (1,0, 1) =1-1+2-04+1-(=1)=1+0—1=0,

vilket visar att vektorm = (1, 2, 1) ar ortogonal mot bada linjernas riktningsvekto-
rer som onskat.

(c) Ett plan som ar parallellt med bada linjerna maste ima@malvektor som ar or-
togonal mot bada linjerna. Vi har redan hittat en sadartorékn = (1,2,1). Om
(x0, Yo, 20) &r en punkt i planet kan planets ekvation skrivas som

n-(z— 20,y — Yo,z — 20) = 0,

eller

n- (SL’,y,Z) = d,
dard = n - (2o, 0, 20). FOr olika varden pa ger detta plan som alla ar parallella
med bada linjerna.
Valjer vi en punkt pa den ena linjen, exempelis, o, 20) = (1,1,0) far vi ek-
vationenz + 2y + z = 3 och valjer vi en punkt pa den andra linjen, exempelvis
(20, Yo, 20) = (1,0, 1) far vi ekvationenz + 2y + = = 2. Darmed kommer ekvatio-
nernar + 2y + z = d, for d mellan2 och 3, alla ge plan som ligger mellan de bada
linjerna. Vi kan till exempel valjal = 5/2.

Svar:
(1) (a) Daa = 6 ar trappstegsformen

1 -1 1 2| 3
0 1 -1 —1/2|-1
0 0 0 0 1

(b) Det finns l6sning bara om= 5.
(C) (.’171,5(72,373,374) = (2, -1, 0, O), (.’171,372,]73,374) = (2, 0,1, 0), (.’171,5(72,]73,374) =
(-1, 0, 0, 2) ar tre exempel pa losningar till systemet nas 5.
(2) det(A) = 6.
(3) (a) Vektornv = (1,2, 1) ar vinkelrat mot bada linjerna.
(c) Planet med ekvation+ 2y + z = 5/2 ligger mellan linjerna.



PRELIMINARA BEDOMNINGSKRITERIER

Mindre raknefel ger i allmanhet inget avdrag om de intgerdligt andrar uppgiftens karaktar.
For full poang pa en uppgift kravs att losningarnaé@rpresenterade och latta att folja. Det in-
nebar speciellt att inforda beteckningar ska definieatigjen logiska strukturen tydligt beskrivs
i ord eller symboler och att resonemangen ar val motiverach tydligt forklarade. Losningar
som allvarligt brister i dessa avseenden beddoms med hidgpbang. Bristande motivering mar-
keras med~LFT — for lite forklarande text— och obefintlig motivering markeras méd S—
forklarande text saknas
(1) (@) e Korrekt paborjad Gausseliminatiohpoang.
e Korrekt slutford Gauss-Jordaneliminatidnpoang.
(b) Korrekt motiverad slutsats om att= 5 ar det enda varde ar det finns losnidg,
poang.
(c) Tre korrekt motiverade Iosningar till systemefoang.
(2) e Korrekt hanvisning till hur rad- och kolonnoperationavetkar determinanter,
poang
e En korrekt utford rad- eller kolonnoperatichpoang
¢ Korrekt slutford sekvens av rad- eller kolonnoperatiofiggoang
¢ Korrekt slutford berakning av determinanten, exemsehaed triangular matris],
poang
(3) (a) Korrekt berakning kryssprodukten av riktningsteekrna,l poang.
(b) Korrekt kontroll med hjalp av skalarproduktenpoang.
(© e Korrekt ekvation for plan som ar parallella med badading,1 poang.
e Korrekt konstantterm som ger plan mellan linjerbhagoang.



